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In dit college worden in hoofdzaak de representaties van eindige 
groepen en van de draaiingsgroep so3 behandeld. Als extra zijn nog 
twee hoofdstukken over representaties van de vierdimensionale draai-
ingsgroep en de Lorentz-groep toegevoegd waarin op overigens beknop-
te en schetsmatige wijze de voornaamste bijzonderheden zijn vermeld. 
Als voorkennis wordt slechts enige bekendheid met de grondslagen 
van de groepentheorie en vertrouwdheid met de lineaire algebra ver-
langd. De eerste twee hoofdstukken zijn dan ook slechts bedoeld ter 
opfrissing en samenvatting van de benodigde kennis. 
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1. Matrices 
We nemen aan dat de lezer vertrouwd is met de beginselen van de 
theorie van de eindig-dimensionale lineaire vectorruimten en van de 
matrixalgebra. We beschouwen hier, tenzij anders vermeld, uitsluitend 
vierkante matrices. De belangrijkste eigenschappen vatten we in deze 
paragraaf beknopt samen. Een matrix duiden we aan met de notatie A 
of (aij) . Vermenigvuldiging van matrices A(aij) en B(bij) wordt be-
schreven door 
waarbij we de afspraak maken dat over een herhaalde index, doorgaans 
aangegeven met een griekse letter, gesommeerd wordt. 
De determinant van een vierkante matrix A duidenwe in niet-uitgeschre-
ven notatie aan met det A of det(a1 j) . In dit verband vermelden we de 
volgende elementaire en vee1 gebruikte eigenschap 
(1.1) det AB = det A • det B . 
De eenheidsmatrix schrijven we als I of (olj). Behoort bij een 
matrix A een andere matrix A-1 zodanig dat AA- = I, dan heet A in-
verteerbaar en A-l de inverse van A. De inverse van A-1 is dan weer 
A. Zoals bekend is het voor de inverteerbaarheid van A een nodige en 
voldoende voorwaarde dat det A ~ 0. Een niet-inverteerbare matrix, 
dus een waarvan de detenninant nul is, heet ook singulier, en een 
inverteerbare matrix vervolgens niet-singulier. 
Een multiplicatieve groep van matrices waarvan I de eenheid is be-
staat derhalve geheel uit niet-singuliere matrices . 
Voorbeeld 1.1 
Uit de betrekking 
volgt dat de matrices 
2 
(: :) 
een commutatieve groep vormen. 
Is a reeel dan is deze groep isomorf met de optelgroep van de reele 
getallen. 
Voorbeeld 1 . 2 
De matrices 
(
1 0) ( c -s) ( c s) (1 0) ( c s) ( c -s) 
o 1 s c -s c O -1 s -c \.s -c 
waarbij c =cos 120° = - 1 en s = sin 120° = !v1J: 2 2 
vormen een groep welke isomorf is met de permutatiegroep P3 ofwel de 
diedergroep o3 . 
Onder het spoor (Eng. trace, Du. Spur) van een matrix A(a1 j> 
verstaan we de som sp A van de diagonaalelementen 
(1.2) 
Voor bet spoor van het product AB kunnen we schrijven 
waaruit volgt dat AB en BA hetzelfde spoor bezitten. 
Een vierkante matrix A kan men interpreteren als een 11neaire 
operator in een lineaire vectorruimte waarvan de dimensie gelijk aan 
+ 
de orde van+A is. Door A(a1j) wordt aan een vector x (x1 ,x2 , •.. ,xn) 
een vector y (y1 ,y2 , ... ,yn) toegevoegd volgens 
(1.3) 
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Is A als matrix niet-singulier dan is A als operator inverteerbaar 
en is A-l de matrix van de inverse operator, die dan zonder bezwaar 
met dezelfde notatie aangegeven kan worden. Is A als matrix singu-
lier dan beeldt de operator A de lineaire vectorruimte af op een 
ruimte van lagere dimensie, een projectie dus. 
Gaan we omgekeerd uit van een lineaire vectorruimte waarin A 
een lineaire operator is, dan kunnen we de matrtxvorm van A afleiden 
door na te gaan waarin de basisvectoren (1, O, ... , O), (0, l, ... , O) 
enz . overgevoerd worden . Richten we de notatie zodanig in dat deze 
vectoren overgaan in (a11 , a 21 ,+ ... ,+an1 ), (a12 , a 22 , ... , an2 > enz. 
dan stemt de operatorbewerking y = Ax precies met (1.3) overeen, zo-
dat (aij) een aanvaardbare matrixnotatie van de operator A is. We 
kunnen evenwel in de lineaire vectorruimte zonder bezwaar ook een 
andere basis kiezen, d.w.z. andere coordinaten invoeren. Dit brengt 
met zich mede dat een vector welke oorspronkelijk de componenten 
Cx1 , x2 ) . .. , xn) bezat in het nieuwe stelsel componenten 
Ct1axa' t 2axa' ... , tnaxa) verkrijgt, waarbij (tij) een niet-singuliere 
matrix is. Dit is wederom een lineaire transformatie welke symbolisch 
+ + geschreven kan worden als x = Tx'. De bovenstaande operatorbewerking 
+ + 
wordt in de nieuwe coordinaten derhalve beschreven door Ty' = ATx'. 
Hieruit volgt door toepassing van de inverse transformatie T-l dat 
- + + -1 + y =Ax correspondeert met y' = T ATx' 
T.o.v . de nieuwe geaccentueerde basis gaat de matrix A dus over in 
de matrix T-1AT. Kiezen we voor T alle inverteerbare matrices dan 
wordt een familie van matrices gevormd welke aequivalent of ook wel 
onderling gelijkvormig heten. Elk lid van deze familie kan gelden als 
representant van de lineaire operator waarvan we uitgegaan zijn. 
Is A een willekeurige matrix en T een niet-singuliere matrix dan 
zeggen we dat T een gelijkvormigheidstransfonnatie bewerkstelligt 
volgens het schema 
(1.4) 
Het is duidelijk dat een dergelijke transformatie de eenheidsmatrix 
invariant laat en verwisselbaar is met de productvonning, d.w.z. 
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Voorts hebben gelijkvoi~ige matrices hetzelfde spoor. 
Aan een matrix A(aij) kunnen we op de volgende wijze andere 
matrices toevoegen. 
De getransponeerde A' of AT met componenten aji' 
De complex toegevoegde A met componenten ai .• 
+ J -De Hermitis~h toegevoegde A met componenten aji. 
In sommige gevallen is de nieuwe matrix gelijk aan de oorspronkelijke 
of diens tegengestelde . 
Een matrix s heet symmetrisch als S = S'. 
Een matrix s heet anti-symmetrisch als s = - S'. 
Een matrix H heet Hermitisch of zelf-geadjungeerd als H + H 
Een matrix H heet anti-Hermitisch als H = -
+ H 
Voor reele matrices is Hermitisch niets anders dan symmetrisch. 
Voor willekeurige matrices gelden de volgende eenvoudig te verifieren 
rekenregels 
(1.5) (AB)' = B'A' I AB 
Het gebruik van matrices voor het beschrijven van lineaire ope-
ratoren in een van een metriek voorziene ruimte leidt tpt bet begrip 
unitair als complexe generalisatie van orthogonaal voor een reele 
ruimte . 
+ -1 Een matrix U heet unitair als U = U 
-1 Een matrix R heet orthogonaal als R' = R . 
Voeren we in een vectorruimte op de gebruikelijke wijze de Euclidische 
metriek in door het inwendig of scalair product van de vectoren 
(1 . 6) 
dan geldt voor een willekeurige matrix A de relatie 
(1. 7) (Ax+,+y) + ~ = (x,A y). 
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De door A+ beschreven operator heet wel de geadjungeerde (Eng. adjoint) 
van de operator A in overeenstemming met de benamingen in de functio-
naalanalyse. 
Uit (1.7) en de definitie van unitair volgt dat voor een unitaire ope-
rator U de volgende relatie geldt 
(1. 8) >- ... (Ux, Uy) 
.... ... (:x, y) 
... ... 
voor willekeurige x en y. Omgekeerd geldt voor een operator U die hier-
aan voldoet de eigenschap van unitariteit. 
Voorbeeld 1.3 
Een algemene gelijkvormigheidstransformatie laat symmetrie niet inva-




De unitariteit van de matrix (~ :> impliceert de volgende betrekkingen 
aa + bb = cc + dd = 1, ac + bd = 0. 
In het algemeen kan een dergelijke unitaire matrix geschreven worden 
als e1 ~ (:: ~ +;) met lal 2 + lel 2 = 1. In het reele geval kunnen we 
dan a = cos 6, B = sin 6, ~ = O stellen hetgeen meetkundig als een 
rotatie of spiegeling geinterPreteerd kan worden. 
-1 Gelijkvormige matrices A en T AT hebben volgens stelling 1.1 de-
zelfde determinant-waarde. Passen we dit toe op de matrix A - >.1, waarbij 
>. een willekeurig complex get al is, dan volgt hierui t de invariantie van 
det (A - >.I), d.i. een polynoom van de ne graad in>.. 
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A van de zogenaamde seculiere vergelijking 
n 
(1.9) det (A - A I) = 0 
zijn dus invarianten voor een gelijkvormigheidstransformatie. De som 
van de wortels levert het spoor waarvan de invariantie reeds eerder 
was vastgesteld. Het product van de wortels geeft de invariante deter-
minant-waarde . Interpreteren we A als een lineaire operator in een 
vectorruimte dan verschijnt de seculiere vergelijking bij het onder-
zoek naar de eigenvectoren ; en eigenwaarden A van A. Opdat 
(1.10) -+ Ae 
is nodig dat det (A - Al) = O. De bij (l . 10) behorende eigenwaarden 
zijn dus de wortels van de seculiere vergelijking. 
Voor het geval een matrix van de ne orde juist n verschillende 
eigenwaarden bezit kan men de bijbehorende eigenvectoren tot basis-
vectoren van een nieuw coordinatenstelsel kiezen. In deze nieuwe 
co~rdinaten wordt A dan beschreven door de diagonaalmatrix 
(1.11) 
Men kan dit resultaat ook a . v. uitdrukken. 
Voor een gegeven matrix A met verschillende eigenwaarden bestaat er 
-1 
een gelijkvormigheidstransformatie T zodanig, dat T AT de diagonaal-
vorm (1.11) aanneemt. 
Indien er meervoudige eigenwaarden zijn behoeft deze bewering niet 
meer waar te zijn. 
Voorbeeld 1.5 
Het lukt niet de matrix ( ~ ~) in de vorm (1 .11) te brengen . Er is 
de tweevoudige eigenwaarde A = 1. De gelijkvormigheidstransformatie 
ZOU 
(~ ~) 
moeten zijn. Hi eruit volgt evenwel 
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(~ T I = I T 
hetgeen voor een niet-singuliere matrix T onmogelijk is. 
Volgens een fundamentele Stelling van Jordan kan men een matrix 
met meervoudige eigenwaarden door een gelijkvormigheidstran.sformatie 
steeds herleiden tot een zogenaamde normaalvorm welke gekenmerkt is 
door het langs de hoofddiagonaal optreden van enkelvoudige of samen-








Deze stelling behoeft overigens hier niet toegepast te worden omdat 
voor de unitaire en voor Hermitische matrices, waar we doorgaans mee 
werken, de zaken eenvoudiger liggen. 
Men kan gemakkelijk uit de definities afleiden dat een Hermitische 
matrix slechts reele eigcnwaarden bezit en dat de eigenwaarden van een 
unitaire matrix unimodulair zijn, d.w.z. op de eenheidscirkel liggen. 
Er geldt nu de volgende belangrijke stelling welke bekend staat onder 
de naam van de hoofdassentransformatie. 
Stelling 1.1 
Een unitaire matrix en een Hermitische matrix kunnen in de diagonaal-
vorm (1.11) gebracht worden door een gelijkvormigheidstransformatie 
met behulp van een unitaire matrix . 
Bewijs 
We geven het bewijs alleen voor het geval van een Hermitische matrix H. 
Dat van een unitaire matrix verloopt geheel analoog. We maken gebruik 
van de meetkundige interpretatie in een Euclidische vectorruimte met 
de metriek (1.6) . Een gelijkvormigheidstransformatie met een unitaire 
matrix kunnen we hierbij interpreteren als een draaiing (evt. spiege-
ling) van bet stelsel onderling orthogonale basisvectoren . De overgang 
van de matrix H tot de diagonaalvorm (l.ll) voeren we stapsgewijze uit. 
Er is zeker een eigenvector~. De operator H laat dan de hieraan ortho-
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gonaal geconjugeerde ruimte F invariant . Immers ui t (f, i) = O, f€.F 
volgt (Hf,;) = (f,H~) = A(1,~) = 0. We kunnen ; met n-1 uit F gekozen 
vectoren tot een nieuwe orthogonale basis van eenheidsvectoren aanvul-
len. De transformatie naar de nieuwe basis betekent een unitaire ge-
l ijkvormigheidstransformatie van H. We herhalen het gehele proces 
in F. Hierin bevindt zich stellig een eigenvector welke op analoge 
wijze atgesplitst wordt, enz . Na n dergel1Jke stappen is een stelsel 
van n onderling orthogonale eigenvectoren van H verkregen waar~an de 
eigenwaarden al of niet kunnen verschillen. De overgang naar deze 
nieuwe basis, bier bet resultaat van een serie unitaire transformaties, 




U . Au, 
waarbij A de matrix (1.11) is. 
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2. Eindige groepen 
We nemen aan dat de lezer bekend is met de belangrijkste begrip-
pen en eigenschappen van eindige groepen en derhalve vertrouwd is 
met o.a. de begrippen ondergroep, normaaldeler, nevenklasse, factor-
groep, isomorfie en homomorfie. 
Voorbeeld 2.l 
De permutatiegroep P4 bestaat uit de 24 elementen (
1 2 ~ 4 ) 
al a2 a3 a4 
waarbij de a's een permutatie van de getallen 1, 2, 3, 4 vormen. De 
12 even permutaties vormen de alternerende groep A welke een normaal-
4 
deler van P4 is. De factorgroep is c2 , de cyclische groep van twee 
elementen. De elementen van A4 kunnen in cykelnotatie geschreven 
worden als 











De elementen van A4 kunnen geinterpreteerd worden als ruimtelijke 
draaiingen welke een regelmatig viervlak met zich zelf tot dekking 
brengen. Om deze reden heet A4 ook de tetraedergroep. 
fig. 2.1 
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Twee elementen a en b van een groep G welke verbonden zijn door 
de betrekking ax = xb, ~G heten geeonjugeerd. Men verifieert gemak-
kelijk dat deze relatie wederkerig is, dat elk element aan ziehzelf 
geeonjugeerd is, en dat de relatie transitief is . De elementen van G 
welke aan het element a geeonjugeerd zijn, d.w.z. alle elementen 
-1 
van het type x ax vo:nnen een zogenaamde klasse. Alle elem.enten van 
k 
een klasse hebben dezelfde orde. Is namelijk a = e dan is ook 
-1 k (x ax) = e en ~mgekeerd. Een groep kan gesplitst worden in klassen . 
Hierbij vo:nnt de eenheid een klasse op zich zelf. 
Voorbeeld 2.2 
De tetraedergroep valt uiteen in vier klassen zoals aangegeven in 
bovenstaand voorbeeld door de verdeling van de elementen over vier 
kolommen. Een aequivalente meer abstraete notatie is a.v . 
2 
e a r r 
b rb 2 2 ar ar r e 
2 2 




2 b er 
2 2 2 3 
waarbij a = b e e en r e. 
Aangezien 
zijn eonjugatie met een vast element x en produetvorming verwisselbare 
operaties. Hieruit volgt dat wanneer a een ondergroep van G doorloopt 
door x-
1
ax eveneens een ondergroep wordt doorlopen. Het ligt voor de 
hand deze ondergroepen eveneens geeonjugeerd te noemen. Een normaal-
deler is gekenmerkt door de bijzonderheid dat eonjugatie steeds de-
zelfde ondergroep oplevert, symbolisch xN Nx. 
Een commutatieve groep, ook wel Abelse groep genaamd, is weinig 
interessant. Conjugatie levert niets nieuws. Er zijn evenveel klassen 
als elementen, d.w.z. de klassen bestaan telkens uit een element. 
Bij e en in bet algemeen niet-commutatieve groep vormen de elemen-
ten g welke met een vast element a verwisselbaar zijn, d.w.z. waarvoor 
11 
ga = ag, een ondergroep van G welke de normalisator N van a beet. 
a 
We beschouwen nu de klasse gevormd door a met zijn geconjugeerden 
-1 -1 g ag . Doorloopt g alle elementen van G dan doorloopt g ag de ele-
menten van de klasse. Er kunnen meerdere g's zijn die hetzelfde 
-1 
element g ag = b opleveren. De multipliciteit is voor elk element 
gelijk en wel gelijk aan de orde van Na . Wordt 
geconjugeerde element b zowel opgeleverd met g 
namelijk het aan a 
-1 - 1 d.w.z. geldt x ?-JC = y ay, 
= x als met g = y, 
-1 dan volgt hieruit dat yx verwisselbaar 
met a is en derhalve tot Na behoort. De verzameling van de elemen-
ten x, y met deze eigenschap is dus een nevenklasse van Na. De ele-
menten van de door a bepaalde klasse corresponderen dus met Na en 
zijn nevenklassen. We kunnen hieruit de interessante conclusie 
trekken dat het aantal elementen van een klasse een deler van n is. 
Voorbeeld 2.3 
De diedergroep D4 bestaat uit de draaiingen en spiegelingen welke 
een vie.rkant met zich zelf tot dekking brengen. De groep valt uiteen 
in de volgende vijf klassen 
(1) (1234) (13) (24) (13) (12) (34) 
(4321) (24) (14)(23). 
Men kan de elementen op aequivalente wijze aanduiden met 







met de regel is .3 = Sl. , .4 2 = 1. l. s 
De normalisator van i is de cyclische groep c4 bestaande uit 
menten 1, i, i 2 , i 3 • De normalisator vans is de diedergroep 
2 2 
= c2 x c2 gevormd door 1, s, i , si . 
de ele-
D = 2 
Aan een aanta~ voor de toepassingen belangrijke typen zal hier-
onder een korte bespreking gewijd worden. 
1. De cyclische groep va~ de orde n~~ Notati.e CR. De elementen kunnen 
we schrijven als 1, a, a , a waarbij a = 1. Een meetkundig 
beeld van C wordt gevormd door de draaiingen, over de hoeken 2k1T/n 
n 
12 
aet k • o, l , .•. , n- 1, wol ke een vlakke r e gelmatige n-hoek me t zich-
ze l f tot de kk1ni brengen. 




a : l en aa 
k k 
a l e a , sa me t k • 0, 1, . •. , n-1 waarbi j an : 1, 
• a-
1 
• . Meetkundig ontstaat deze groep door aan de boven 
beacbre ven rotatiea van een vlakke regelm.atige n-boek spi egelingen 
oa de n s~etrie1.saen toe te voegen. 
3. De penauta tiegroep bestaande uit de n! pennutaties van n elementen. 
Notati e P of S (Bllg. permutat i on group of symmetric group). 
n n 1 
4. Do a lte rne r ende groep bestaande uit de 2 n! even permutaties van P
0
• 
Mot a tie A . 
n 
De groepen van de laagste orde kun.nen we a.v. aftellen: 
orde 1 de eenhe id. 
orde 2 • c2 . 
orde 3 c3 en "3 welke saaenvallen. 
orde 4 . C4; 
o2 (ook wel genaaad de viergroep van Klein). 
orde 5 • cs . 
or de 6 c6, 
D3 en P3 we lke samenvallen. 
orde 7 
• c1 . 
Hierna koaen er vij t groepen van de orde 8. De groepen van di t 
lijatje zijn a lle c011111utatief met uitzondering van D3 • Men kan gem.ak-
kelijk grotere groepen synthetiseren door het direct product van 
kleinere groepen te nemen. Als voorbeeld kan men de groep gevormd 
door de 2• handelinge.n bij een schakelbord van m schakelaars opvatten 
ala bet direct product c2 x c2 x ••. x c2. De groep c2 x c2 is weer 
de viergroep ~ ~. 
De ruia telijke draaiingen welke een der regelmatige lichamen 
• e t zichze lf tot dekking brengen leveren drie groepen op. Bij de 
tetraeder behoort de uit 12 elementen bestaande tetraedergroep. Bij 
.lwbus en oktaeder behoort de uit 24 elementen bestaande oktaedergroep . 
Bi j dodekaeder en ikosaeder behoort de uit 60 elementen bestaande 
i kosaedergroep. 
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De tetraedergroep is isomorf met A4 . Naast de identiteit zijn er 
2 x 4 draaiingen om de 4 drietallige symmetrieassen en 1 x 3 draai-
ingen om de 3 tweetallige symmetrieassen. De groep bevat vier klassen. 
De oktaedergroep is isomorf met P4 . Naast de identiteit zijn er 3 x 3 
draaiingen om de 3 viertallige assen, 2 x 4 draaiingen om de 4 drie-
talligc aooon en 1 x 6 draaiingen om de 6 tweetallige assen. Er zijn 
vijf klassen. 
De ikosaedergroep is isomorf met A5 . Naast de identiteit zijn er 
4 x 6 draaiingen om de 6 vijftallige assen, 2 x 10 draaiingen om de 
10 drietallige assen en 1 x 15 draaiingen om de 15 tweetallige assen. 
Er zijn vijf klassen. 
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orde notatie aantal elementen van de orde aantal klassen 
21 31 41 s I s 1 71 s 1 s I 10111 112 
2 c2 l 2 
3 C3,A3 2 3 
4 c4 l 2 4 
D2 3 4 
5 CS 4 5 
6 cs i 2 2 6 
D3,P3 3 ~ 3 
7 c7 6 7 
8 CS 1 2 4 8 
c2xc2xc2 7 8 
c2xc4 3 4 8 
D4 5 2 5 
Q4 1 6 5 
9 c· 9 2 6 9 
c 3xc3 8 9 
10 ClO 1 4 4 10 
D5 5 4 4 
11 ell 10 1 .1 
12 c12 1 2 2 2 4 12 
c 2 xc6 3 2 6 12 
D6 7 2 2 6 
Q6 l 2 6 2 6 
A4 3 8 .4 
15 
3 . Representaties van eindige groepen 
Onder een representatie van een groep G verstaan we een homomorfe 
of isomorfe afbeelding M van G op een multiplicatieve groep van niet-
singuliere matrices van m bij m. Deze matrices kunnen we opvatten als 
operatoren in een lineaire m-dimensionale vectorruimte Rm. Het getal 
m noemen we daarom de dimensie van de representatie. De homomorfie 
betekent dat voor willekeurige elementen g1 ,g2~G alt1jd geldt 
(3 .1) 
Het is zonder meer duidelijk dat het eenheidselement van G altijd op 
de eenheidsmatrix afgebeeld wordt. Is T een willekeurige inverteerbare 
m bij m matrix dan is met een gegeven m-dimensionale representatie 
-1 
met matrices M(g) ook T M(g)T een representatie. Dergelijke represen-
taties heten aequivalent. In feite betekent deze conjugatie dat door de 
matrix T in Rm een nieuw stelsel basisvectoren is bepaald waardoor de 
matrices M(g} een gelijkvormigheidstransformatie ondergaan. 
Het hoofdprobleem van de theorie van de representaties is de 
mogelijke, onderling niet aequivalente, representaties van een gegeven 
groep te klassificeren. Het is voldoende hierbij alleen die representa-
ties te beschouwen welke niet uit eenvoudige representaties samenge-
steld kunnen worden. Zijn namelijk M1 en M2 twee representaties resp. 
van de dimensie m1 en m2 dan vormen de matrices 
(3 .2) M(g) = (
Ml (g) 
0 
een representatie van de dimensie m1+m2 ,van welk feit men zich zonder 
moeite kan ove1·tuigen . De nieuwe representatie noemen we de directe som 
(3 .3) 
van~ en M2 . 
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Omgekeerd heet een representatie welke aequivalent is aan een repre-
sentatie van het type (3.1), (3 . 2) reducibel. Een representatie welke 
niet in representaties van lagere dimensie gereduceerd kan worden 
heet irreducibel . Het hoofdprobleem van de representatietheorie kan 
dus nader gepreciseerd worden als h et onderzoek naar de mogelijke 
irreducibele representaties van een gegeven groep . Vooruitlopend 
op een later te verkrijgen resultaat kan alvast medegedeeld worden 
dat het aantal irreducibele representaties van een eindige groep G 
precies gelijk is aan het aantal klassen van G. Een ander inter.essant 
resultaat is dat voor een commutatieve groep de irreducibele repre-
sentaties de dimensie 1 hebben, d.w.z, van scalaire aard zijn. 
Voorbeeld 3.1 
De elementen van de permutatiegroep P3 of diedergroep n3 kunnen we 
op de volgende wijzen representeren 
A B C 
(1) l l ( l 0 0) 0 l 0 
0 0 l 
(12) l - 1 ( 0 l 0) 1 0 0 
0 0 l 
(1 0 0) 0 0 l 
0 l 0 
(23) l -1 
(31) l -1 
(
0 0 l) 
0 l 0 
1 0 0 
(0 l 0) 0 0 1 
l 0 0 
(123) 1 l 
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A B c 
(321) 1 1 
De representatie A waarbij alle elementen op de eenheid worden afge-
beeld is wel heel triviaal maar moet natuurl ijk meegeteld worden. 
De representatie a is een homomorfisme van P3 op c2 • De kern van het 
homomorfisme wordt gevormd door de even permutaties welke tezamen 
de groep c3 vormen. De representatie C beeldt de permutaties van 
drie dingen a! op overeenkomstige trans!ormaties van vectoren 
Cx1 ,x2 ,x3 ) in een R3 . Deze representatie is een isomor!isme. Het 
zal later blijken dat C reducibel is en gesplitst kan worden in re-
presentaties van de dimensies 1 en 2 . 
Bij de reductie van een matrixrepresentatie M van de dimensie m 
kan men met voordeel gebruik maken van meetkundige beschouwingen. 
Ziet men M als een afbeelding op lineaire transformaties in een Rm 
dan betekent reduceerbaarheid volgens (3.1) dat R uiteenvalt in 
m 
twee deelruimten R en R (m1 + m2 = m) waarbij de lineaire trans-ml m2 
formaties M(g) zich splitsen in lineaire transformaties M1 (g) in de 
invariante lineaire deelruimte R en lineaire transformaties M2 (g) 
ml 
in de invariante lineaire deelruimte R 
m2 
gende criterium voor irreducibiliteit: 
We komen dus tot het vol-
Een representatie waarbij er geen (echte) invariante deelruimte 
bestaat, is irreducibel . 
Voorbeeld 3.2 
De matrices C van voorbeeld 3.1 kunnen we interpreteren als rotaties 
en spiegelingen in een R3 met Cartesische coordinaten (x1 ,x2 ,x3 ) waar-
bij de hoekpunten van de driehoek (l,O,O), (0 , 1 ,0), (O , O,l) verwisseld 
worden. Het vlak van de driehoek is invariant zodat de R3 uiteenvalt 
in een invariante R2 gevormd door bet vlak x 1 + x 2 + x3 = 0 en een 
invariante R1 , de normaal x 1 x2 = x3 op het genoemde vlak. Aangezien 
de groep P3 drie klassen hee!t lrunnen we naast A en B nog slechts een 
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irreducibele representatie verwachten. Deze wordt nu blijkbaar gevormd 
door de tweedimensionale rotaties en spiegelingen in de invariante 
R2 waarbij een gelijkzijdige driehoek in zichzelf wordt overgevoerd. 
Zonder de gelijkvormigheidstransformatie waartoe C in bet type (3.2) 
gebracht kan worden expliciet uit te voeren kan de gezochte repre-
sentatie meteen opgesc.hreven worden. We vinden aldus de matrices van 
voorbeeld (1 . 2) terug. We merken hierbij op dat deze representatie 
unitair is, d . w.z: uit unitaire matrices bestaat . 
In de volgende stell~ng wordt uitgedrukt dat dit voor elke groep moge-
lijk is. 
Stelling 3 .1 
Elke representatie kan vervangen worden door een daarmede aequivalente 
unitaire representatie. 
Bewijs 
De matrices van een unitaire representatie van de dimensie m laten als 
lineaire substituties in een complexe Rm met vectoren (x1 , x 2 , ... , xm) 
de kwadratische vorm x1x1 + x 2x 2 + ... + xmxm invariant. Dit is een 
niet alleen nodig maar ook voldoende criterium voor de unitariteit 
van de matrices. 
Voor een willekeurige representatie M(g) kunnen we niet verwachten 
dat de bovenstaande kwadratische vorm invariant is, maar wel kunnen 
we gemakkelijk een soortgelijke invariante kwadratische vorm constru-
eren, en wel bijv. 
t -+ -+ l (M(g)x, M(g)x)/n, 
g 
in de notatie van het scalair product (1.6) en waarbij n de orde van 
G is. 
Inderdaad geeft de aan g' € G toegevoegde substitutie M(g') als resultaat 
I (M(g)M(g');, M(g)M(g');) 
g 
t -+ -+ l (M(gg')x, M(gg')x) 
g 
t'' ( ( ")-+ ")-+ l M g x, M(g x), 
g 
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omdat met g ook gg' = g" alle elementen van G doorloopt. Voor de nieuwe 
invariante kwadratische vorm kunnen we ook schrijven 
waarbij 
\ + ++ ++ l (M (g)M(g)x,x)/n = (Hx,x), 
g 
H l M+(g)M(g)/n 
g 
een positief definiete Hermitische matrix is. Hierbij behoort een or-
thogonaal stelsel van m onafhankelijke eigenvectoren welke als de basis 
van een nieuw coordinatenstelsel kan worden genomen. Door een geschikte 
normering kunnen we zorgen dat in de nieuwe coordinaten y 1 , y 2 , ... , Ym 
(~,~) = Y1Y1 + Y2Y2 + ... + YmYm· 
+ Na de gelijkvormigheidstransformatie x + -1 Ty laten de matrices T MT 
dus de bovengenoemde kwadratische vorm invariant en zijn daarmede uni-
tair . 
We hebben gezien dat een reducibele representatie gekenmerkt is 
door het bestaan van een echte invariante lineaire deelruimte voor de 
bijbehorende groep van lineaire transformaties. Overigens volgt uit 
(3.2) dat de complementaire deelruimte eveneens invariant is. Is omge-
keerd van een groep lineaire transformaties in een Rm bekend dat er een 
invariante deelruimte is, dan behoeft op grond van alleen dit feit de 
representatie nog niet reducibel te zijn omdat M(g) nog van het type 
kan zijn . Een eenvoudige redenering leidt evenwel tot M3 (g) = 0 zodat 
de representatie toch reducibel is. Op grond van de zoeven bewezen 
stelling kunnen we namelijk aannemen dat de besc houwde representatie 
reeds unitair is. Dit brengt met zich mede dat naast een invariante 
deelruimte ook diens orthogonale complement invariant is. Dit betekent 
dat voor een orthogonaal coordinatenstelsel waarvan de eerste m1 basis-
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vectoren in de ene invariante deelruimte liggen en de overige m2 in 
de invariante complementaire deelruimte nu de voorstelling (3.2) geldt. 
Als stelling geformuleerd 
Stelling 3. 2 
Een representatie M is reducibel dan en alleen dan wanneer de lineaire 
transformaties M(g) minstens een echte lineaire deelruimte invariant 
la ten. 
Voor een diepere analyse van de matrixrepresentaties van een groep 
maken we herhaaldelijk gebruik van twee eigenschappen welke bekend 
staan als de lemma's van Schur. Het eerste lemma heeft betrekking op 
de verwisselbaarheid van de matrices van eenzelfde representatie met 
een zekere vaste matrix. Het tweede lemma gaat algemener over verwissel-
baarheid bij verschillende representaties waarvan de graden niet gelijk 
behoeven te zijn. Sams noemt men het eerste lemma in engere zin "bet 
lemma van Schur". Bet tweede lemma blijft dan naamloos. 
Stelling 3.3 (le lemma van Schur) 
Is de matrix S, S # O, verwisselbaar met alle matrices M(g) van een irre-
ducibele representatie dan is S op een multiplicatieve constante na ge-
lijk aan de identiteit I. 
Bewijs 
We interpreteren de matrices M(g) weer als lineaire operatoren in een 
Rm waarbij m de dimensie van de representatie is. Bij S behoort zeker 
+ 
een eigenvector e die bijv. de eigenwaarde A heeft. Aangezien voor 
elke g 
SM(g): = M(g}S: = AM(g):, 
+ 
is elke vector M(g)e eveneens een eigenvector met dezelfde eigenwaarde. 
Aangezien er wegens de irreducibiliteit geen invariante deelruimte is 
+ 
spannen de eigenvectoren M(g)e als g de groep doorloopt de volledige 
ruimte Rm op, zodat elke vector eigenvector is. Maar dan moet s = Al 
zijn. 
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Volgens dit bewijs geldt deze eigenschap kennelijk niet voor een 
.. 
reducibele representatie omdat dan de vectoren M(g)e in een invariante 
deelruimte kunnen liggen. Inderdaad zijn matrices van het type (3.2) 
commuteerbaar met een soort gemengde eenheidsmatrix van het type 
Stelling 3.4 (2e lemma van Schur) 
Zijn M en N twee niet-aequivalente irreducibele representaties met 
de dimensies m en n, en is er een mxn matrix S zodanig dat M(g)S = 
= SN(g) voor alle g<!i.G dan is S = 0. 
Bewijs 
Stel zonder afbreuk te doen aan de algemeenheid: n ~m, dus Sis een 
.. lineaire afbeelding van Rn op Rm . De verzameling X van de vectoren x 
van R 
n 




welke door S op het nulelement van Rm worden afgebeeld, Sx = 0, heeft 
dan de dimensie: dim X n - r, waarin r de rang is van S, dus ook 
.. 
r ~m. Er geldt nu dat X invariant is onder N(g). Immers uit Sx = 0 
-+ + .... .... 
volgt M(g)Sx = O en dus SN(g)x = 0, zodat met x ook elke N(g)x tot X 
behoort. Aangezien N irreducibel is zijn er slechts de twee mogelijk-
heden dat X of slechts het nulelement van Rn of Rn zelf is. Bij de 
eerste mogelijkheid geldt r = n dus m = n en S is inverteerbaar dus 
-1 M = SNS , waarmede M en N aequivalent zouden zijn. Daar we dit uitge-
sloten hebben blijft het geval X = Rn over. Dit betekent SR
0 
= 0 zodat 
s = 0. 
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De lemma's van Schur zijn van fundamenteel belang voor een nadere 
analyse van de eigenschappen van de matrixrepresentaties. In de volgende 
paragraaf zullen we met behulp van deze lemma's de zogenaamde orthogona-
11te1tse1genschappen afleiden . Als toepassing van het (eerste) lemma 
van Schur bewtjzen we nog de volgende reeds eerder vermelde eigenschap. 
Stelling 3.5 
De irreducibele representaties van een Abelse groep zijn eendimensio-
naal. 
Bewijs 
Bij een Abelse groep G geldt altijd gg' = g'g voor alle g . g'E,G. Houden 
we g' vast dan heeft een irreducibele representatie M de eigenschap 
dat de matrix M(g') commuteert met alle matrices M(g). Volgens stelling 
3.3 geldt dan M(g') = A(g')l. Aangezien g' willekeurig is . is de repre-
sentatie M aequivalent aan de scalarrepresentatie A. 
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4. Groepfuncties 
In deze paragraaf beschouwen we functies ~(g) gedefin i eerd op de 
n elementen g van een groep G. We kunnen een groepfunctie ~(g) opvatten 
als een vector met n componenten, d.w.z. als een vector in een n-dimen-
sionale ruimte Ln, de zogenaamde groepruimte. Het ligt voor de hand voor 
groepfuncties begrippen als lineaire (on)afhankelijkheid in te voeren. 
Aldus zijn er ju~st n lineaire onafhankelijke groepfuncties. Het is 
nuttig om in deze Ln een metriek in te voeren door een inwendig product 
(~,1ji) te definieren als 
(4 . 1) (~,1ji) = l $(g) \jl(g) /n. 
g 
Zij nu M een representatie van G met de dimensie m waarbij M(g) de 
matrixelementen M .. (g) bezit . Hierdoor worden m2 groepfuncties geleverd. 
l.J 
In net algemeen kunnen onder deze functies lineaire afhankelijkheden 
bestaan, Is de representatie evenwel irreducibel dan zal hieronder be-
wezen worden dat de genoemde m2 groepfuncties lineair onafhankelijk zijn. 
Is de representatie bovendien unitair dan blijken deze functies in Ln 
een orthogonaal stelsel te vormen. 
Stelling 4.1 
Voor een m-dimensionale irreducibele unitaire representatie M(g) vormen 
2 de m groepsfuncties M. ,(g) een orthogonaal stelsel. 
l.J 
Bewijs 
Beschouw de matrix 
S l M(g) C M+(g), 
g 
waaPbij C een willekeurige matrix is waarover nader beschikt kan worden. 
We kunnen zonder moeite verifieren dat S commuteert met alle matrices 




g) c M+Cg0 g> s. g 
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vol19n• h•t i ... a van Schur {•telling 3.2) is S evenredig aan de een-
hoi<Uaatrix zodat 
1'e tie&en in bet bijzonder voor C een matrix die slechts voor het ele-
a ent op de rij c en de kola. 8 een enkele 1 heeft en voor de rest uit 
nullen be•ta.at. Dan is dus voor alle indices 
-.arblj c van de keuz:.e van C a!hangt. 





c = na c5a8. 
De uiteindelijk verkregen orthogonaliteitsrelaties kunnen we dan 
achrljven ala 
(4.2) 
Op getieel analoge wijze kunnen we bewijzen dat de bij twee niet-
aequivalente irreducibele representaties behorende vectorstelsels on-
derling orthogonaal z:.ijn ongeacht de dimensies. De preciese, formule-
rinc ia a.v. 
Stell 1ng 4. 2 
Zijn Men N niet-aequivalente unitaire representaties dan g-eldt 
(4 . 3) 
Zijn M1 , M2 , ... niet-aequivalente irreducibele unitaire represen-
tatiea •et de diaensies a 1 , a 2 , ... van een groep G met de orde n dan 
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2 2 
wordt hierdoor een reeks van resp. m1 , m2 , ... basisvectoren in Ln 
geleverd welke onderling orthogonaal zijn. We kunnen hieruit de vol-
gende conclusie trekken 
(4 . 4) < n 
- , 
een ongelijkheid waardoor enerzijds de dimensies en anderzijds het 
aanlal van de 1rreduc1bele representaties begrensd wordt. Spoedig zal 
blijken dat de bovenstaande ongelijkheid in feite een gelijkhei~ is. 
De orthogonaliteitsrelaties (4.2) zijn ontstaan dank zij het feit 
dat uitgegaan was van een unitaire representatie. Bij een aequivalente 
niet-unitaire representatie wordt in de representatieruimte door de 
groepfuncties M1j(g) een 1.h.a. "scheefhoekig" stelsel basisvectoren 
bepaald welke wegens de irreducibiliteit onafhankelijk zijn. 
We beschouwen nu voor een willekeurige representatie M van G de 
groepfunctie X (g) gedefinieerd als het spoor van de matrix M(g) 
(4 .5) X (g) = sp M(g) Mcxcx (g) • 
Deze groepfunctie beet bet karakter van M. Aangezien bet spoor van een 
matrix invariant is voor een gelijkvormigheidstransformatie bezitten 
aequivalente representaties hetzelfde karakter. Verder volgt hieruit 
dat geconjugeerde elementen van G in de representatie M dezelfde karak-
terwaarde bezitten. Dit betekent dat het karakter een klassefunctie is 
aangezien voor een willekeur'ige representatie alle elementen van een-
zelfde klasse dezelfde karakterwaarde opleveren. 
Voor een irreducibele unitaire representatie geldt op grond van (4.2) 
zodat x een eenheidsvector in Ln is. 
Analoog volgt uit (4.3) voor de karakters X en X' van niet-aequivalente 
representaties de orthogonaliteitsrelatie 
<x Cg> , x' Cg)) o · 
We vatten de genoemde eigenschappen nog even samen. 
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Stelling 4. 3 
1 . Aequivalente representaties hebben dezelfde karakterfunct1e. 
2. Geconjugeerde elementen van G hebben voor een gegeven representa-
tie dezelfde karakterwaarde. 
3. Zijn X en X' karakters behorende bij niet-aequivalente irreducibele 
representaties dan is 
<x.x'> = o. 
4. voor het karakter X van een irreducibele unitaire representatie 
geldt 
<x,x> i. 
Voorbeeld 4 . 1 
We beschouwen nog eens de representaties van P3 (zie voorbeeld 3.1). 
De representatie C kunnen we in de driedimensionale representat1e-
ruimte opvatten als te bestaan uit ruimtelijke draaiingen en spiege-
lingen waarbij de vectoren (l,O,O), (0,1,0) en (0,0,1) verwisseld 
worden. Blijkbaar is x1 + x 2 + x 3 "' 0 een invariante deelruimte even-
als de hoofdbissectrix x1 :: x 2 "'x3 . De representatie C valt derhalve 
uiteen in een tweedimensionale, de draaiingen en spiegelingen van een 
gelijkzijdige driehoek, en een eendimensionale , de identiteit . De 
representatie gevormd door de draaiingen en spiegelingen in het vlak 
x 1 + x 2 + x 3 = 0 kunnen we - na draaiing van het assenstelsel , d.w.z. 
na een gelijkvormigheidstransformatie - beschrijven door de unitaire 
tweedimensionale matrices van voorbeeld 1.2. We beschikken nu over 
drie irreducibele representaties en wel twee van de dimensie 1 en een 
van de dimensie 2, dus m1 = m2 = l en m3 = 2 . Uit (4.4) volgt dat de 
irreducibele representaties van P hiermede uitgeput zijn . We vatten 
3 1 1.r-' 






















De h1erdoor gel ever de groepfuncties, basisvectoren 
samen in de volgende tabel 
2 
e r r s rs 
1 1 1 1 1 
-----------
----
1 1 1 -l -l 
----------------- -
---l c c l c 
l c c -1 -c 
0 -s 5 0 s 
0 s -s 0 s 
M3 
G ~) 
(~ -: ) 
(-~ ~) 
(~ -~) 
(~ -: ) 
(-~ -s) -c 










Men kan zich bijdeze tabel gemakkelijk overtuigen van de orthogonal1-
te1tsrelat1es . 
De karakters kunnen we hieruit a.v. aflezen 
p3 Ml M2 M3 
e 1 l 2 
2 l 1 r,r -1 
2 
-l 0 s,rs,r s 1 
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Voorbee ld 4.2 
2 De t e traede r1 roep A4 is homomorf met c3 (e,r,r ) welke de drie scalar-2 
represent aties 1 , 1,l ; l,w,w; l,w, w bezit met w ~ exp 3 ~i 
• - ! + ! i .f3. Di t zijn t evens drie representaties van A
4
• Op grond 
22 2 2 2 2 
van 1 + l + 1 + 3 • 12 ligt bet vermoeden voor de hand dat er 
no~ een dricdi•ensionale representatie is . Het bestaan van deze 
fig . 4.1 
1 
representatie is meetkundig evident. De elementen van A4 kunnen we 
interpreteren als de ruimtelijke draaiingen welke een regelmatig 
viervlak met zichzelf tot dekking brengen. Kiezen we de hoekpunten 
van bet t e traeder bijv. als (-1 , -1,-1), (1,1,-1) , (1,-1,1) en (-1,1,1) 
dan zijn de tweetallige draaiingen van het type (~ -~ ~) en de 
0 0 -1 
drietallige van bet type ( ~ 1 0 
0 ! ) 
Het is nu niet moeilijk meer de volledige tabel van de karakters samen 
te stellen . Met de notatie van voorbeeld 2 . 2 vinden we 
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A4 Ml ~ M3 M4 
e 1 1 1 3 
a,b,c 1 1 1 -1 
r,ar,br,cr 1 w w 0 
2 2 2 2 1 0 r ,ar ,br ,er w w 
Van een groep waarvan de elementen uit permutaties bestaan, zeg 
permutaties van de. getallen 1, 2, •.. , k, kunnen we zonder moeite een 
matr1xrepresentatie aangeven. De permutatie (l, 2, ... , k) + 
+ (j
1
, j 2 , ... , jk) beelden we daartoe af op de matrix welke op de 
plaatsen (l,j
1
) (2,j 2 ) ... (k,jk) een l heeft en een 0 op de overige 
plaatsen. 















Men kan zich er gemakkelijk van overtuigen dat de productregel consis-
tent is. 
Men kan elke groep G opvatten als een groep van permutaties van n 
elementen. Gaan we namelijk uit van de elementenrij g1 , g 2 , ... , g0 dan 
levert vermenigvuldiging met een willekeurige g•G de rij gg1 , gg2 , .. • 
... , gg
0 
hetgeen niets anders is dan een verschikking van de oorspron-
kelijke rij. Als boven kunnen we dan een representatie vormen waarvan 
de dimensie gelijk is aan de orde n van G. De aldus geconstrueerde 
representatie beet de reguliere representatie van G. 
Voorbeeld 4.4 
De viergroep van Klein (d.w.z. o2> bestaat uit de elementen g1 , g2 , g 3 , 
g4 met de volgende vermenigvuldigingstafel 
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gl g2 g3 g4 
gl 1 2 3 4 
g2 2 1 4 3 
g3 3 4 1 2 
g4 4 3 2 1 
De reguliere representatie is 
(: J ( 1 1 gl l. . g2 1 1 1 1 1 
We beschouwen de reeks onderling niet-aequivalente irreducibele 
representaties M1 , M2 , M3 , . . • van een groep G. Gemakshalve denken wij 
ze geordend naar opklimmende dimensie, d . w.z. m1 ~ m2 ~ m3 ..::_ ••.. 
Op dit moment is bekend dat het aantal irreducibele representaties 
begre~sd is door de ongelijkheid l m! ~ n. Is dit aantal q dan is een 
willekeurige representatie M van de vorm 
(4 .6) 
waarbij ck het aantal malen is dat de representatie Mk in Ml bevat is. 
De matrices van M kunnen we in volledig gereduceerde gedaante opge-
bouwd denken door langs de hoofddiagonaal c 1 matrices M1 (g), c 2 matri-
ces M2 (g) enz. aan elkaar te rijgen tot een matrix van de dimensie l ckmk. Uit deze wijze van voorstelling volgt onmiddel11jk 
(4. 7) + c X (M ) • q q 
Aangezien een karakterfunctie invariant is voor een gelijkvormighe1ds-
transformatie geldt de gevonden formule algemeen voor een willekeurige 
aequivalente versie van M. Aangezien de karakters xk = x<"\c,> volgens 
stelling 4.3 aan orthogonaliteitsrelaties voldoen volgt, op analoge 
wijze overigens als bij Fourier reeksen, de coefficientenfo·rmule 
(4 .8) 
en de formule van Pythagoras 
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Hieruit volgt dat bij een reducibele representatie altijd <x. x > > l 
is. In aanvulling op stelling 4.3 punt 4 is dus <x,x> = 1 een nodige 
en voldoende voorwaarde voor irreducibiliteit van de betreffende 
representatie. 
We passen het bovenstaande toe op de in de aanvang van deze 
paragraaf beschouwde reguliere representatie van G. Men ziet zonder 
moeite dat bij alle matrices van de reguliere representatie d~ hoofd-
diagonaal uitsluitend nullen bevat met uitzondering van de eenheids-
matrix. De karakterfunctie is dus 
(4 .9) xCg) = O voor g ~ e, x(e) = n . 
Passen we hierop de coefficientenformule (4.8) toe dan komt er 
Dit belangrijke resultaat betekent dat alle irreducibele representa-
ties . in de reguliere representatie bevat zijn en wel met een multipli-
citeit gelijk aan de dimensie. Tevens blijkt door aftellen dat inder-
daad de gelijkheid I m! = n geldt. Deze betrekking geeft dus een 
relatie tussen de dimensies van alle mogelijke irreducibele represen-
taties en de orde van de groep. Het gevondene fonnuleren we als een 
stelling. 
Stelling 4 .4 
Is de representatie M opgebouwd uit niet-aequivalente irreducibele 
componenten M1 , M2 , ... , M volgens q 
M = c 1 M1 + c 2 M2 + ••. + cq Mq' 




Is M de reguliere representatie dan geldt 
+ .•. + m M • q q 
Gevolg (Stelling van Burnside) 
(4 .10) n. 
Het sluitstuk van di~ gedeelte van de theorie is de stalling dat het 
aantal niet-aequivalente irreducibele representaties van een groep 
precies gelijk is aan het aantal klassen van de groep. Ter voorberei-
ding van het bewijs merken we op dat op analoge wijze als we dit 
bij groepfuncties gedaan hebben de verzameling van alle klassefuncties 
kunnen opvatten als een vectorruimte waarvan de dimensie p gelijk is 
aan het aantal klassen van de groep G. Het karakter is een dergelijke 
klassefunctie. Volgens Stelling 4.3 zijn de q karakterfuncties Xi (g) 
onderling lineair onafhankelijk zodat ze als q onafhankelijke vectoren 
gernterpreteerd kunnen worden. Het is duidelijk dat dit reeds p ~ q 
impliceert. De matrices van de q unitaire representaties M1 , M2 , •.. 
e 
.•. , M noteren we als Mi .k(g), d.1. het element van de i represen-
q e Je 
tatie op de j rij en de k kolom. Iedere willekeurige groepfunctie 




als een vector in Ln. Op grond van het feit dat de matrixele-
Mijk(g) een orthogonale basis in Ln vormen (zie (4.2) en 
geldt met toepassing van de sommatieconventie 
Is ~(g) bovendien een klassefunctie dan is steeds ~(g) = ~(h-l g h) 
waarbij h een willekeurig element van G is . Dit betekent dus dat ook, 
met een kleine vrijheid in de sommatieconventie, 
~(g) 
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Laten we h alle elementen van G doorlopen en sommeren we hierover dan 
komt er met gebruikrnaking van (4.1) en (4.2) 
~(g) = cijk MiaS(g) (MiSk(h), Miaj(h)) 
c1jk MiaS(g) 0sa 0kj/m1 
zodat een w1llekeurige 11nea1re klassefunctie altijd een lineaire 
combinatie van de q karakters is. Dit betekent dat de ruimte van klasse-
functies geheel opgespannen wordt door de karakters zodat p en q gelijk 
moeten zijn . 
Stelling 4.6 
Het aantal verschillende niet-aequivalente irreducibele representaties 
van een groep is gelijk aan bet aantal klassen van de groep. 
Voorbeeld 4.4 
De permutatiegroep P4 , d.i. de oktaedergroep, bestaat uit 24 elementen 
welke verdeeld zijn in vijf klassen. 
Van de vijf irreducibele representat1es is M1 de triviale waarbij alle 
elementen op de eenheid worden afgebeeld . De homomorfie van P4 met P2 
levert een tweede scalaire representatie M2 namelijk die waarbij de 
even permutaties op l en de oneven op -1 worden afgebeeld. Uit de 
homomorfie van P4 met P3 volgt dat d e tweed1mens1onale reprEsentatie 
van P3 - de vlakke draaiingen en spiegelingen van een gel1jkzijd1ge 
driehoek - er ook een M3 van P4 . is. Uit de relatie 
1 2 + 2 2 2 2 1 + 2 + m4 + m5 = 24 
volgt dat de overblijvende representaties be1de dr1edimens1onaal zijn . 
Inderdaad worden dergelijke representaties geleverd door de bij A4 be-
horende driedimensionale representatie M4 - de ruimtelijke draaiingen 
van een regelmatig tetraeder - en door de ruimtelijke draaiingen M5 
welke een kubus met zichzelf tot dekking brengen . 
De karakters van deze representaties z1jn verenigd in onderstaande 
tabel . 
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soort element aantal x1 x2 x3 x4 xs 
(1) 1 1 l 2 3 3 
(12) 6 l -1 0 l -1 
(12) (34) 3 1 l 2 -1 -1 
(123) 8 1 1 -1 0 0 
(1234) 6 1 -1 0 -1 1 
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5. Tensorproduct 
Wij herinneren aan het tensorbegrip in de lineaire algebra. Be-
schouwen we gemakshalve vectoren vi en tensoren Tij in een driedimen-
sionale Euclidische ruimte E3 waar de overgang van het ene op het 
andere Cartesische assenstelsel beschreven wordt door de lineaire 
transformatie 
(5 . 1) 
dan transformeren de vectorcompOnenten Vi Zich Op precies dezelfde 
wijze terwijl de tensorcomponenten Tij zich transformeren als 
(5 . 2) 
d.w.z. als bet product van twee vectoren. 
De negen tensorcomponenten kunnen we opvatten als de componenten van 
een vector gelegen in een negendimensionale ruimte, de zogenaamde 
... ... ... 
productruimte !3 ... x E3 . Zijn e 1 , e 2 , e 3 orthonorme basisvectoren in 
E3 dan vormen eiej (i,j = 1, 2, 3) negen basisvectoren in de product-
ruimte en wel wederom een orthonorm stelsel. Bij een coordinaten-
transformatie (5 .1) correspondeert in de productruimte een coordinaten-
transformatie (5 . 2) met 9 x 9 matrices (t1 k tj1 ) waarbij het index-
paar (1,j) de rij en (k , l) de kolom aangeeft. 
Algemener beschouwen we twee lineaire vectorruimten Rm en Rn . 
De coordinatentransformaties worden beschreven resp. door 
(5 .3) 
Hieruit vormen we op analoge wijze de producttransformatie 
(5 .4) x' y' b x i j = 8 ik jl k Y1• 
welke gefnterpreteerd kan worden als lineaire transformatie in de 
productruimte Rm x Rn. De mn x mn matrix (aik bjl) beet het tensor-




of symbolisch A x B. 
Voorbeeld 5.1 
(all al2 ) ell bl2 •13) x b21 b22 b23 
a21 a22 
b31 b32 b33 
allbll a1ib12 all.bl.3 al.2bll al2bl2 a12b13 
all b21 allb22 al1 b23 a12b21 al2b22 al2b23 
all b31 all b32 all b33 a12b31 al2b32 al2b33 
= 
a2lbl2 a2lbl3 a22bll a22bl2 a22bl3 a2lbll 
a2lb21 8 2lb22 a2lb23 a22b21 a22b22 a22b23 
a2lb3l a2lb32 a2lb33 a22b31 a22b32 a22b33 
Voor bet tensorproduct gelden de volgende eenvoudig te verifieren 
regels. 
Stelling 5. l 
1. Het tensorproduct van twee diagonaalmatrices is wederom een diago-
naalmatrix. 
2. 
3 . Het tensorproduct van twee uni ta ire matrices is wederom uni tai r. 
4. sp A x B = sp A • sp B. 
Uit twee groepen Gen H kunnen we op een analoge wijze een nieuwe 
groep G x H, bet directe product van G en H, afleiden. Zijn g1 , g 2 , ... 
. . . gm de elementen van G en h 1 , h 2 , ... , hn die van H dan bestaat 
G x H u1t elementen (g1 ,bj) gevormd door paren van een element van G 
en een van H. De productregel in G x H is 
(g,h) • (g' ,h') (gg' ,hh'). 
Is e bet eenheidselement van G dan kunnen w'e de groep gevormd door de 
elementen (e,h), hlH, identificeren met H. Analoog is ook Geen onder-
groep van G x H. Men ziet zonder moeite in dat zowel G als H nonnaal-
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delers van G x H zijn. Zijn zowel G als H commutatie! dan is ook 
G x H commutatief. 
Voorbeeld 5.1 
c2 x c2 bestaat uit de elementen (l,l) (a,l) (l,b) (a,b) waarbij 
a
2 
= b 2 1. Blijkbaar is c2 x c2 de viergroep van Klein of m.a.w. o2 . 
Voorbeeld 5.2 
2 2 c2 x c3 bestaat uit de elementen (1,1) (a,l) (l,b) (a,b) (1,b ) . (a,b ) 
2 3 
met a = b = l. Blijkbaar is c2 x c3 isomorf met c6 • 
We stellen ons nu het volgende probleem. We nemen aan dat van de 
twee groepen G en H de representaties volledig bekend zijn, wat kan 
men dan zeggen over de representaties van G x H. Het antwoord zal 
luiden dat de irreducibele unitaire representaties van G x H gevormd 
worden door de tensorproducten van de overeenkomstige matrixrepresen-
taties van G en H. M.a.w. wij zullen aantonen dat de afbeelding 
M x N: 
g x h ~ M(g) x N(h), 
een representatie is van G x H. 
Is M een irreducibele unitaire representatie van G en N een soortgelijke 
representatie van H dan geldt volgens regel 2 van stelling 5.1 voor 
willekeurige elementen g,g'~G, h,h'~H 
(M(g) x N(h)(M(g') x N(h')) 
= M(g) M(g') x N(h) N(h') M ( gg I ) x N (hh I ) 
zodat de matrices M(g) x N(h) inderdaad een representatie van het 
directe product G x H vormen. Volgens de derde regel van dezelfde 
stelling is d e gevonden representatie wederom unitair. Uit de vierde 




Dit impliceert dat de representatie M x N eveneens irreducibel is. 
We veronderstellen dat de niet-aequivalente unitaire irreducibele 
representaties van G gerangschikt zijn volgens M1 , M2 , ... met de 
dimensies µ1 , µ2 , .... Evenzo behoort bij H de rij N1 , N2 , met 
de dimensies v1 , v2 , .... Voor G x H beschikken we dan over de 
niet-aequivalente unitaire irreducibele representaties M1 x Nj met 
dimensie µ 1vj. Aangezien 
l mn 
i,j 
zijn dit ook alle irreducibele representaties van G x H. 
Het gevondene vatten we in de volgende Stelling samen . 
Stelling 5. 2 
Zijn M1 , M2 , ... de niet-aequivalente irreducibele un1ta1re represen-
taties van de groep G(g) en N1 , N2 , ... de overeenkomstige van de 
groep H(h) dan zijn alle niet-aequivalente irreducibele unitaire 




Men heeft c2 x o3 D6 . De karaktertabellen van c2 en o3 
zijn 
c2 D3 
1 1 l 1 2 
l -1 l 1 -1 
l -1 0 
Die van 06 is dus 
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D6 
1 1 2 1 l 2 
1 1 -1 1 1 -1 
1 -1 0 1 -1 0 
1 1 2 -1 -1 -2 
1 1 -1 -1 -1 1 
1 -1 0 -1 1 0 
40 
6 . Topologische groepen 
Een verzameling G van elementen g heet een topologische groep 
wanneer aan de volgende drie eigenschappen voldaan is. 
1. G is een groep. 
2. G is een topolog1sche ruimte. 
3. De groepbewerk1ngen z1jn continu in de topologie van G. 
Terw1lle van de eenvoud beperken we ons tot topologische groepen 
wa.arvan de topologie die van een metrische ruimte is met een afstands-
begrip µ(g,h). Dat een rij elementen {gn} van G convergeert tot een 
element g van G wil dan zeggen dat µ (gn,g) + 0. We schrijven h1ervoor 
kortweg gn + g. Een groepfunctie ~(g) heet continu in g wanneer 
+<gn) + +(g} voor gn + g. 
Een groepfunctie +(g) heet uniform comt1nu in G wanneer vo~r elke 
positieve & er een o(&) bestaat zodanig dat l +Cg) - +<h> I < E voor 
alle gen h met µ(g,h) < o(&). 
De cont1nuiteit van de groepbewerkingen kunnen we a.v. preciseren 
3a. Uit g
0 
3b. Uit gn 





+ g volgt gn + g 
Een topologische groep G heet compact wanneer G als puntverzame-
ling in de topologiscbe (metrische) ruimte compact is. D1t betekent 
dat uit elke overdekking van G door een verzamel1ng open bolletjes 
een overdekk1ng door eind1g veel van deze bolletjes gehaald kan worden. 
Ben compacte verzameling G bezit een aantal kenmerkende eigenschappen . 
81jvoorbeeld heeft elke uit one1nd1g veel (verschillende) e1ementen 
bestaande deelverzameling altijd een tot de verzameling G behorend 
verd1cbtingspunt. Verder bevat elke uit oneind1g veel elementen be-
staande rij {g} een convergente deelrij. n 
Een continue functie +Cg) gedefinieerd op een compacte topolo-
gische groep G is ook uniform continu en daarmede dus begrensd. Het 
bewijs van deze stelling verloopt geheel analoog aan dat van de over-
eeokomstige bewering dat een continue functie van een reele variabele 
x behorend tot een begrensd en gesloten interval a ~ x ~ b uniform 
continu is. 
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Een groep die niet compact is kan wel locaal compact zijn. Dit 
betekent dat elk element een omgeving bez1t waarvan de afsluiting com-
pact is. Als voorbeeld is de driedimensionale draaiingsgroep compact 
terwijl de Lorentz groep slechts locaal compact is. 
In de regel bestaan de topologische groepen uit oneindig veel 
elementen. Voor de gewone groepeigenschappen heeft d1t feit nauwelijks 
consequenties. Zodra echter naar matr1xrepresentaties gezocht wordt 
treden aanzienlijke complicaties op zoals o . u. uit het volgende voor-
beeld blijkt. 
Voorbeeld 6.1 
De matrices (01 al) waarbij a een reeel getal is vonnen een oneindige 
groep. De vermenigvuldigingsregel is 
zodat de matrixgroep isomorf is met de (cornmutatieve) optelgroep van 
de reele getallen. De groep kan getopologiseerd worden met de metriek 
v(a ,b) = la - b i . De elementen waarbij a een geheel getal is vormen 
een ondergroep. De gegeven matrixgroep, een representatie dus van de 
optelgroep van de reele getallen , is niet aequivalent met een groep 
van uni.taire matrices zoals blijkt uit voorbeeld 1.5. Stelling 3.1 
geldt du s niet zonder meer voor oneindige groepen. Evenmin geldt 
stelling 3.2. Bovendien treedt als complicatie bij topologische groe-
pen op, dat deze ook irreducibele representaties toestaan op begrens-
de operatoren M(g) die in een oneindig dimensionale ruimte werken. 
Wij geven hier echter de theorie van eindig dimensionale representa-
ties, die bovendien voor de fysica in eerste instantie het belang-
rijkste zijn. Een representatie van een topologische groep is dan 
een continue homomorfe afbeelding van de groepselementen op m >1 m 
matrices M(g). 
Bij matrixrepresentaties van oneindige groepen moeten we onder-
scheid maken tussen half-reducibel en volledig reducibel of reducibel 
zonder meer. 
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Bij een half-reducibele representatie M zijn de matrices M(g) van de 
vonn 
(6.l) M(g) 
of aequivalent hiermede, terwijl bij een volledig reducibele repre-
sentatie de matrice~ aequivalent zijn met het type (6.l) met 
M3 (g) = 0, d.w.z. met (3.2). 
Als in paragraaf 3 geldt 
Stelling 6. l 
Een representatie M is dan en slechts dan irreducibel wanneer de line-
aire transfonnaties M(g) geen (echte) invariante deelruimte bezitten. 
Zoals uit de desbetreffende bewijzen in paragraaf 3 voortvloeit 
gelden de lemma's van Schur eveneens voor oneindige groepen. We vat-
ten deze lemma's hieronder samen. 
Stelling 6.2 (Schur) 
Zijn M en N niet-aequivalente irreducibele representaties van een 
groep G met dimensies m en n, en is er een m x n matrix S zodanig dat 
M(g) S = S N(g) voor alle gEG 
dan is S 0. Zijn Men N aequivalente irreducibele representaties en 
geldt 
M(g) S S N(g) voor alle geG 
dan is S XI. 
Gevolg 
De irreducibele representaties van een commutatieve groep zijn scalair . 
Voorbeeld 6 . 2 
De vlakke rotaties vonnen de tweedimensionale orthogonale groep so
2 







Deze groep is commutatief zodat de gegeven tweedimensionale represen-
tatie reduc1bel is. Inderdaad is 
(: :r (cos a - sin :) (: :) = (: -1a :1a) sin a cos 
ia 
De getallen e vormen dus een scalaire (un1 ta ire) representat.ie 
van de vlakke draaiingsgroep. Andere representaties worden gevormd 
-ia 21a -21a door aan g(a) de getallen e , e , e enz. toe te voegen. 
Aldus verkrijgt men een rij niet-aequivalente unitaire representa-
ties Mn(g) met geheeltallige index n = O, ! l, ! 2, ... 
nia Mn(g): g(a) + e . 
Het succes van de theorie van de representaties van eindige 
groepen berust goeddeels op de mogelijkheid om voor groepfuncties 
tCg) een invariant gemiddelde 
(6 .2) 
te definieren. Voor oneindige groepen is de limietovergang n + ~ zin-
loos omdat oneindige groepen i.h.a . niet door limietovergang uit ein-
dige groepen afgeleid kunnen worden. Om tot ee.n analogon van (6.2) 
voor continue groepen te geraken merken we op dat de door (6.2) gede-
finieerde functionaal aan de volgende kenmerkende eigenschappen vol-
doet. De functionaal 1J (') is lineair, voegt aan niet-negatieve func-
ties een niet-negatieve waarde toe, levert de waarde l voor de 
eenheidsfunctie '(g) = 1 en heeft de bijzonderheid invariant te zijn 
voor translatie. Dit betekent dat bij een willekeurig vast groep-





Voor de vlakke draaiingsgroep met elementen g(a) = e , 0 ~a< 2n, 
kunnen de (continue) groepfuncties opgevat worden als periodieke 
functies ,P(a) met de periode 2n. Het analogon van (6.2) is de inva-
riante integraal 
lJ <<P) f 
2
n 4>(a) da. 
2Tr 0 
(6 .3) 1 
De invariantie t.o.v. translatie (d.w.z. translatie in de parameter a) 
wordt uitgedrukt door de gelijkheid 
f 2Tr 4>(a) dl = J2Tr cp(a + 6) en 
0 0 
voor elke Bc(O, 2Tr). 
Volgens A. Haar en J. von Neumann is het mogelijk in een compacte 
groep, en zelfs in een locaal compacte groep, een invariante integra-
tie te de!inieren. I.h.b. kan de volgende stelling bewezen worden. 
Stelling 6. 3 
Bij elke compacte topologische groep G kan op eendu1dige wijze een 
1nvar1ante integraal f ,P(g} dg van een continue groepfunctie cp(g) 
gedefinieerd worden met de volgende eigenschappen 
1°. f {a1 .P1 (g) + a 2 .P2 <g>}dg = a 1 f .P 1 (g) dg + a 2 f .P 2 Cg)dg. 
2°. Uit cp(g) > 0 voor alle g~G volgt J cp(g) dg > 0. 
3°. Uit cp(g) 1 voor alle gcG volgt J cp(g) dg l. 
4°. Voor elke vaste h~G geldt 
(6 .4) J cp(gh) dg = f .P(hg) dg 
Bewijs 
Het bewijs van deze fundamentele stelling uit de theorie van de topolo-
gische groepen is tamelijk gecompliceerd. Een betrekkelijk eenvoudig 
bewijs dat te danken is aan J. von Neumann kan men vinden in Pontrjagin, 
Topologische Gruppen I §29. 
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Voorbeeld 6.4 
De elementen van _de tweedimensionale uni taire groep met determinant 1, 
notatie su2 , kunnen we schrijven als (zie voorbeeld 1.4) ( _; : ) 
waarbij met reele parameters P, n, e 
\ 
l 
e exp l i(P + n) • CL cos 2 2 
8 = · 1 sin l e exp l i(P - n), 0<8<11 0 ~ P, n ~ 211 . 2 2 - - , 
We zullen later bewijzen dat de invariante integraal over groepfunc-
ties 4>(P,n,0) gegeven is door 
21! 211 'IT 
(6 . 5) 
8
: 2 J J J 4>CP,n,e) sin 6 dp dn d0. 
0 0 0 
Nu voor compacte topologische groepen een invariante integraal 
bestaat kunnen een aantal stellingen over discrete groepen overge-
dragen worden op continue groepen. 
Stelling 6.4 
Elke representatie van een compacte topologische groep kan vervangen 
worden door een daarmede aequivalente unitaire representatie. 
Bewijs 
Di t verloopt geheel analoog aan dat van stelling 3.1. 
De matrices van een willekeurige representatie laten hier de kwadra-
+ .... 
t1sche vorm (Hx,x) met 
H = J M+(g) M(g} dg 
invariant. Met een gelijkvormigheidstransformatie welke H op hoofd-




De ,..pre•entat1• M van een coapacte topologische groep is dan en 
alleen dan volledig reducibel wanneer de lineaire transformaties 
MCs) ain•ten• 6en echte lineaire deelruimte invariant laten. 
Bewij• 
Al• in par-.raat 3. 
Gevol1 
:Sen half-reducibele representatie va.n een compacte topologische groep 
19 volledil redUcibel. 
De continue groepfuncties t(g) van een compacte topologische 
groep o vullen een oneindig-dimensionale lineaire vectorruimte welke 
ceaetriaeord kan worden door invoering van het inwendig product 
(6 . 6) <+.+> = f t(g) ~(g) dg. 
Aanrezien voor topologische groepen de lemma's van Schur geldig zijn 
Jrunnen de atelling-en 4.1 en 4.2 onmiddellijk op compacte topologische 
c-roepen overcedragen worden. 
Stelling 6 .6 
la Mijk(g) het aatrixelement van de j 8 rij en de ke kolom van de 
unitairo trreducibele representatie M1 van een compacte topologische 
groep dan celdt 
waarbij voor 1 
is. 
p m de dimensie van de overeenkomstige representatie 
De uit het systeem van onderling niet-aequivalente unitaire irre-
ducibele representaties M1 volgendo vectoren Mijk(g) vonnen in de 
groepruimte L een orthogonaal stelsel. Volgens een fundamentele stel-
ling uit do theorie van de topologische groepen waaraan de namen ver-
bondcn zljn van F. Peter en H. Weyl is het aldus verkregen stelsel 
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volledig in de zin van uniforme convergentie. Dit wil zeggen dat een 
wille keurige, continue groepfunctie ~(g) in de sup-nonn willekeurig 
dicht benaderd kan worden door een eindige lineaire combinatie van 
basiselementen 
er een stelsel 
Mijk(g). Precieser geformuleerd, bij elke E > 0 is 
coefficienten cijk zodanig dat 
sup l~(g) - L cijk Mijk(g)I <E. 
g•G 
Stelling 6.7 (Peter en Weyl) 
De matrixelementen Mijk(g) behorende bij alle onderling niet-aequi-
valente irreducibele unitaire representaties van een compacte topo-
logische groep vormen een volledige basis in de ruimte van continue 
groepfuncties. 
Voorbeeld 6.5 
Alle irreducibele, en eenwaardige, representaties van de vlakke 
draaiingsgroep zijn Mn(g) met g(a) ~exp ina (n = O, ! 1, ! 2, .. . ). 
Volgens de stelling van Peter-Weyl vormen de functies exp ina een 
volledige basis in de ruimte van periodieke continue functies ~(a) 
met periode 2~. Dit is een bekend resultaat in de theorie van de 
Fourier reeksen. 
Op analoge wijze als bij eindige groepen kunnen uit de matrix-
representaties van een topologische groep karakters afgeleid worden. 
Voor dezeis stelling 4.3 onverminderd geldig. 
Bij groepen met oneindig veel ele~enten zijn ook oneindig dimen-
sionale representaties mogelijk. Hieronder moeten wij dan een homo-
morfe afbeelding op 11nea1re operatore.n in b1jv. een oneind1g d1men-
sionale genormeerde vectorru1mte, een Banach ruimte of een Hilbert 
ruimte, verstaan. Evenwel kan bewezen worden dat een compacte topo-
logische groep geen oneindig d1mensionale 1rreducibele representaties 
toelaat. 
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7. De twee- en drie-dimensionale rotatiegroep 
In deze en de volgende hoofdstukken maken we veel gebruik van 
een beknopte en overzichtelijke notatie van de door ons beschouwde 
groepen van 11nea1re transformaties. De groep van alle reele n x n 
matrices duiden we aan met GL(n,R), die van alle complexe n x n 
matrices met GL(n,C). Bij de overeenkomstige ondergroep van uni-
modulaire matri~es (dus det = +l) wordt de letter G (general) ver-
vangen door S (special). De groep van unitaire matrices is vervol-
gens U(n) of Un of in het bijzonder SU(n) en SUn indien de matrices 
ook unimodulair zijn. De groep van orthogonale matrices duiden we 
analoog met on of son aan . 
Voordat we overgaan tot de behandeling van de ruimtelijke draai-
ingsgroep so3 resumeren we wat 
in het voorgaande gezegd is over de 
vlakke draaiingsgroep. De elementen van so2 kunnen we schrijven als ia 
e waarbij de groepvermenigvuldiging samenvalt met de complexe ver-
menigvuldiging van scalairen. De groep is een topologische groep. 
De eenduidige irreducibele representaties van so2 zijn eendimensionaal 
en worden gegeven door de rij 
+ 1a + 2ia 1, e- e-
De invariante integraal van de groepfunctie 4>(a) is 
1 f211 
ii(lj>) = - q,(a) da. 
211 0 
De elementen van o 2 bestaan uit draaiingen over een hoek ~ en uit 
spiegelingen. We kunnen ze beschrijven met twee parameters, een con-
tinue a en een directe ~ 1. De groep valt topologisch in twee stuk-
ken uiteen omdat een spiegeling niet op continue wijze uit draaiingen 
kan ontstaan. De groep is niet commutatief en wel geldt voor elke 
draaiing (a,l) en spiegeling (8,-1) de betrekking 
(a, 1)(8,-1) = (8,-1)(-a,l). 
De irreducibele representaties zijn niet meer noodzakelijk eendimen-
sionaal. Zonder moeite kan men verifieren dat irreducibele represen-
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taties gevormd worden door de twee eendimensionale afbeeldingen 
(a,l)' ca,-1) -+ l 
en 
(a,l) -+ l CB,-1) -+ -1. 




De tabel van de karakters wordt hiermede 
eenhe1d draaiing + a spiegeling 
X1 l 1 l 
X2 l 1 -1 
xn+2 2 2 cos na 0 
Na deze aanloop beschouwen we de echte dr1edimensionale draai-
ingen. Een dergelijke draaiing kunnen we beschrijven als een ortho-
gonale 3 x 3 matrix te interpreteren als een lineaire transformatie 
in Cartesische coordinaten 
(7.1) x~ = tij xj , i,j = 1, 2, 3. 
waarbij de eenheidsvectoren (1,0,0), (0,1,0) en (O,O,l) door de draai-
ing overgaan in de eenheidsvectoren (t11 ,t21 , t 31>, (t12,t22 ,t32> en 
Ct13,t23 ,t33>. Zoals we weten is de m
atrix (t1 j) orthogonaal en geldt 
det (t 1 j) = 1. Tengevolge van de orthogo
naliteitsrelaties leveren de 
negen coefficienten tij slechts dr1e vrijheidsgraden op. Er zijn ver-
schillende mogelijkheden om voor de ruimtelijke draaiingen drie onaf-
hankelijke parameters te geven. Men kan bijv. uitgaan van de stand 
van de draaiingsas en de grootte ~ van de draaiingshoek. Wordt de 
-+ 
draa11ngsas vastgelegd door een eenheidsvector e dan kan men afspre-
ken dat de draaiing altijd in positieve zin gerekend wordt met een 
positieve draaiingshoek in het interval (O,w) . Dus met de nieuwe 
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- sin 4> 
cos 4> 
0 
( ) j d 1 e i4> en e- 14>. De eicenwaarden van de mat r i x T = t 1 j zi n us , 
De bij 1 beborende e i genvector levert op de gebruikelijke wijze de 
draa ilngaas. De draai i ngshoek + vinden we bet gemakkelijkst door bet 
apoor van ( t 1 j ) t e naaen. H1eru1t volgt 
l + 2 COS ~ e tll + t22 + t33• 
1fe kunnen de elementen van so3 op !raaie wijze meetkundig a!beelden + 
door aan be t element aet rotatievector e en rotatiehoek 4> het punt 
+ +e toe t e voegen. Op deze wijze vullen de elementen van so3 een mas-
eieve bol a et s t r aal ~ . Het eeoheidselement correspondeert met de oor-
sprong en inverse elementen corresponderen met d i ametrale punten. Een 
klein probleem geven de draaiingen over 180°, d . w.z . de lijnspiege-
lingen. Willen we de topologische samenhang van de groep met die van 
de bol in overeenstemming brengen dan zi t er niets anders op dan 
een lijnspiegeling a! te beelden op twee diametraal gelegen punten 
op het oppervla.k van de genoemde bol en vervolgens di t puntenpaar 
op te vatten als een enkel punt. Deze 1dentif1cat1e van diametrale 
punten op bet boloppervlak verleent aan de topologische structuur van 
so3 een meervoudige topologische samenhang. 
Ben draaiing om de positieve Xi-as over de nu positief of nega-
tle! te rekenen draaiingshoek 4> (-n ~ 4> < n) duiden we aan met de 
notatie Di<+> . 
In bet bijzonder is 
co: • -.• : '. ) 
sin 4> cos .,, 
In de bovengenoemde a!beelding is hieraan dus het punt (4>,0,0) toe-
gevoegd. 
Het blijkt mogelijk te zijn een willekeurige draaiing op te vatten als 
bet product van speciale draaiingen van bet type o1 (4>}. Van dit belang-
rijke !eit kan men zich gemakkelijk meetkundig overtuigen (zie fig. 7.1) . 
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x, 
fig. 7 .1 
We nemen aan dat de assen OXi door de draaiing overgaan in OX~. Zij 
nu s de snijlijn van de vlakken x1ox2 en X{OX~ dan voeren we eerst 
een rotatie om de x3-as uit over de hoek .p (s,OX{) vervolgens een 
rotatie om de x1-as over de hoek 6 (OX3 ,ox3> en tenslotte weer een 
rotatie om de x3-as over de hoek ljl (OX1 ,s). 
In formµlevorm 
(7 . 2) D(,P ,6 , $) 
of ui tgeschreven 
co.; - sin 1jl n (: 0 .. : . ) coo; - sin 4' n sin ljl cos 1jl cos e sin 4' cos 4' 0 0 sin e cos e 0 0 
co· 4' cos "' sin 4' sin "' cos e 
sin 4' cos 
"' 
- cos 4' sin 1jl 
cos 4' sin 1jl + sin <P cos 
"' 
cos e - sin <P sin 
"' + 
cos 4' cos 1jl 











De hoeken 0, $en W heten de hoeken van Euler. Door hen is de draai-
ing volledig vastgelegd. We merken op dat we kunnen volstaan met 
0 :5._ $ , 1jl :5._ 211 , 0 < 0 5_ TI • 
Door de draaiing D($,0,w) gaat de eenheidsvector (0,0 , 1) blijkbaar 
over in de eenheidsvector (sin 1jl sin 0, - cos 1jl sin 0, cos 0). Hier-
uit blijkt dat de Eulerse hoeken 1jl en 0 de rol van bolcoordinaten 
spelen. In de ge~ruikelijke notatie stemmen 1jl - ~ TI en 8 precies 
met de bolcoordinaten van de eenheidsbol overeen. Deze opmerking is 
van belang voor het· inzicht dat de genormeerde invariante integraal 
voor groepfuncties f(D) of meer expliciet f($,0,ljl) bepaald is door 
(verg. voorbeeld 6.1) 
(7 .3) )J(f) = \ J21T fTI r!I' f($,8,ljl) sin 0 d4> d0 dljl. 
811' 0 0 0 
Het essentiele punt is na te gaan wat het effect van een willekeurige 
draaiing D($0,e 0 ,w0> is ter verificatie van de translatieve invarian-
tie. Wij eisen dus dat f f (DD0 )dD = f f (D)dD voor alle n0 , dD = 
=sin 0 d$ de dljl. Aangezien een willekeurige draaiing vo1gens (7.2) 
het product van speciale draaiingen is , is het voldoende na te gaan 
wat bet effect is van de speciale draaiingen 03 ($0 ) en D1 (00 ). Veran-
dering van $ alleen heeft geen invloed wegens de periodiciteit van f 
in$ want f(DD3 C$0 )) = f($+$0 ,e,w). Laten we de integratie over$ nu 
bui ten beschouwing dan resteert er in fei te een dubbelin·tegraal die 
in verband met de boven gemaakte opmerking opgevat kan worden als de 
integraal over de eenheidsbol met he~ oppervlakteelement sin 0 d8 dljl . 
De invariantie van µ(f) volgt hieruit onmiddellijk. De factor 8n2 
ontstaat uit f = l als bet product van 2TI, het $ interval, met 4TT , 
het oppervlak van de eenheidsbol. 
Op de volgende wijze kan van so3 een tweedimensionale unitaire 
representatie gevormd worden . We passen daartoe op de bol 
2 2 2 
xl + x2 + x3 
het raakvlak in Z(0,0,-





Een clraaiing van de bol voert cirkels op de bol in elkaar over. Bij 
stereografische projectie gaan cirkels op de bol over in cirkels in 
het platte vlak, dus een rotatie van de bol levert een cirkelver-
wantschap in het raakvlak in z. Zoals bekend kan een dergelijke 
cirkelverwantschap beschreven worden in complexe coordinaten als een 
bilineaire complexe transformatie 
(7.4) z' QZ + 6 yz + 6 
* Bij de stereografische projectie van twee diametrale punten P en P 
geldt voor de projecties Q en Q* de meetkundig evidente eigenschap 
* 2 zQ • zQ = zN = 1. Correspondeert Q met bet complexe getal z dan 
komt Q* dus overeen met - l/;. 
Aangezien bij een willekeurige draaiing van de bol diametrale punten 
overgaan in diametrale punten moet de bilineaire transformatie (7.4) 
voldoen aan de eigenschap 




QZ + 6 {a(- z)-l + 6} 
yz + 6 ( -)-1 + ~ y - z u 
az + 6 
-
6z - X 
+ 6 -yz 8z - a 




We kunnen de coefficienten van (7.4) zonder bezwaar zodanig normeren 
dat 
(7 .6) ao - Sy = 1. 
In dat geval geeft (7.5) de waarde a 0 en geldt 
(7.7) y 6 0 a lal 2 + lsl 2 1. 
De matrix van (7.4) 
(: : ) 
blijkt dus unitair te zijn. De groep so3 is daarmede afgebeeld op de 
groep van bilineaire transformaties (7.4) met de eigenschap (7.7). 
Dit betekent dus een representatie van so3 als de groep su2 van uni-
taire 2 x 2 matrices met determinantwaarde 1. Een eigenaardigheid van 
deze representatie is dat met een gegeven draaiing twee unitaire ma-
trices corresponderen waarvan de coefficienten onderling in teken ver-
schillen. D.w.z. de verschillende matrices 
(7 .8) ( _; en -s) 
- a 
zijn beelden van dezelfde bilineaire transformatie en van dezelfde 
boldraaiing. 
De gevonden resultaten kunnen ook gemakkelijk, zij het met wat 
meer gereken, afgeleid worden door gebruik te maken van de beschrijving 
van een boldraaiing in de hoeken van Euler. Met weglating van de tech-
nische details vermelden we dat de speciale draaiingen n3 (~) en n1 (0) 
corresponderen met de bilineaire transformaties 
(7 . 9) 
(7 .10) z' 
z' = ei~z 
. 
1 
z cos 2 a + 
1 i sin 2 a 
iz sin .! e 
2 + cos .! a 2 
Voor de bijbehorende unitaire matrices nemen we 
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cos 2 e 





cos 2 e 
Volgens (7.2) correspondeert de willekeurige draai ing D(~ , 9 ,$) met 
waarbij (verg. voorbeeld 6.4) 
( 
l l i ($ + ~), a = cos 2 e exp 2 
(7 .13) 
8 
l e exp l i (lji - ~) • = i sin 2 2 
Schrijven we met reele coefficienten 
(7.14) 
dan geldt dus 
(7 .lS) 
Dit betekent dat een driedimensionale boldraaiing afgebeeld kan worden 
op het oppervlak van een vierdimensionale bol als een d i ametraal pu n-
tenpaar. 
56 
8. Representaties van S03 
Aangezien de groep so3 compact is kunnen we volgens stelling 
6.4 de algemene m-dimensionale representatie M als unitair beschou-
wen. Als parameters van een willekeurige draaiing g kiezen we de 
in de vorige paragraaf beschouwde componenten ~1 • ~2 , ~3 van de 
+ 
vector ~ gericht langs de rotatieas en waarvan de lengte gelijk aan 
de rotatiehoek genomen is. Zoals in de algemene theorie van de Lie-
groepen gebruikelijk is richt onze aandacht zich allereerst op de 
omgeving van het eenheidselement. De coefficienten M .. (g) van de 1J 
matrix M(g) ontwikkelen we volgens Taylor als 
oM .. 
cS ij + (~) ~k + • - . , 
k 0 
zodat we ook kunnen schrijven 
(8 .1) 
De matrices ~· A2 , ~ corresponderen met infinitesimale draaiingen 
om de coordinaatassen. Inderdaad geldt voor een infinitesimale 
draaiinf; over een hoekje cS om de x1 -as 
Voorbeeld 8 . 1 
M(g) = I + OA ]. 
Bij de gebruikelijke driedimensionale representatie door orthogonale 
matrices is met weglating van termen van hogere orde 
want 
( ~ ~ ~)· \-1 0 0 
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We zullen nu bewijzen dat in het algemeen een representatie door 
zijn drie infinitesimale matrices A A A volledi a t 1 d i ~-i, 2 , 3 g v s ge eg s. 1 2 Voeren wij de notatie exp A= E +A+ 2! A + ••. in, waarin A een 
n x n matrix is, dan geldt namelijk de volgende eigenschap . 
Stelling 8 . 1 
Bewijs 
Voeren we twee draaiingen om dezelfde rotatieas uit dan ge1dt 
Differentieren we beide leden naar s en stellen we vervolgens s 0 
dan volgt met gebruilonaking van (8.1) 
Aangezien voor t = 0 de matrix M(t~1 ,t~2 ,t(3) overgaat in de eenheids-
matrix heeft deze matrixdifferentiaalvergelijking de eenduidig bepaal-
de oplos~ing M(t~1 ,t~2 ,t~3) =exp t(A1 ~1 + A2~2 + A3~3) waaruit voor 
t = l bet gestelde volgt. 
Stelling 8 .2 
Voor de rotatiegroep gelden de volgende commutatorrelaties 
Bewijs 
We beschouwen de rotaties g en h bepaald resp. door de vectoren (a,O,O) 
en (0,6,0). Voor de representatie van de gelijkvormige rotatie 
- -1 h g h g 
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geldt 
M(h) = M(g) M(h) M(g-1). 
De bij h behorende vector ontstaat uit die van h door toepassing van de 
rotatie g, d.w.z. we dienen de vector (0,6,0) in het x2x3 -vlak over 
een boek a te draaien. Is a klein dan zijn de componenten van de ge-
draaide vector in de eerste orde gelijk aan (0,6 , a6). 
Ontwikkelen wij M(h) en M(h) naar 6 dan geldt volgens (8.1) 
2 M(h) =I+ 6 A2 + a6 A3 + 0(6 ,a). 
Substitutie in bovenstaande betrekking geeft 
2 -l 2 I + 6 A2 + a6 ~ + 0(6 ,a) = I + 6M(g) A2 M(g ) + 0(6 ) , 
zodat bij vergelijking van de eers te orde tennen in 6 volgt 
Ontwikkeling van M(g) naar a geeft op analoge wijze 
M(g) I + a ~ + O(a2 ) 
-1 2 M(g ) = I - a ~ + O(a ) . 
Substitutie leidt dan bij vergelijking van de eerste orde tennen in a 
onmiddellijt tot 
De overige relaties vol gen door toepassing van cyclische verwissel ing. 
Gewoonlijk schrijven we 
(8.2) ~ A ] d~f A A - A A . 
t:'i. ' 2 1 2 2 1 
Stelling 8.3 
Voor een unitaire representatie zijn de operatoren '\ 
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i A3 . Hermitisch en voldoen aan de commutatorrelaties 
Bewijs 
Voor een unitaire representatie M(( ,( ,( ) gel dt in het bijzonder 1 2 3 
Ontwikkeling naar ( 1 geeft volgens (8.1) 
zodat A1 + A; = 0. Hieruit volgt dat i ~ Hermitisch is , en analoog 
ook i A2 en i~. De commutatorrelaties volgen 
oruniddellijk uit de over-
eenkomstige relaties voor A1 , A2 en A3 .
 
In de fysica gebruikt men 1.h.a. de letters Jk 1.p.v. Hk en heeft men 
dus d e commutatorrelaties [J1 ,J2 ] = i J 3 enz. Voor de aan
sluiting met 
de literatuur van Gel'fandhandhaven wij echter de letters'\ · 
Voor de verdere discussie is het beter de Hennitische operatoren 
H
1
, H2 en 
H3 te ver
vangen door bet aequivalente drietal 
(8.3) 
Zonder moeite kunnen we hiervoor de volgende betrekkingen afleiden 
(8.4) - H+ , [H ,H ] = 2 H3 • + -
Bovendien geldt 
(8 . 5 ) 
Het onderzoek naar de (irreducibele) unitaire representaties van S03 
is daarmede teruggebracht tot het vinden van eindig-dimensionale 
operatoren H+ ' H_ en H3 
welke aan d e betrekkingen (8.4) en (8 . 5) 
voldoen. 
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Voorbee ld 8.2 
Voor de driedimensionale representatie van voorbeeld 8.1 heef t men 
(: 0 -11 u 0 -:! •• 3. G - ·1 n H 0 - i . H 0 0 + -1 0 0 
we aerken even op dat H3 de drie 1·eele eigenwaarden -J., 0, l. bezi t. 
Omdat H Hennitisch is vinden wij in de representatieruimte een ortho-3 . 
gonaal stelsel eigenvectoren f A met reele eigenwaarden A. Wij ' zullen 
nu de vorm van de overige matrices bepalen in de basis fA. In plaats 
van H3 hadden wij ook H1 of H2 kunnen nemen, 1.h.a. verkiest men 
echter H3 borende bij de z-as. 
Stelling 8.4 
Br geldt H+fA 
Bewijs 
f of H f 
>.-1 - >. 0. 
Wij moeten dus bewijzen dat uit H3f = Af volgt H3 <H+f) = 0.+l) (H+f) en 
e3 (H_f) = (A-l)(H_f), dit volgt oruniddellijk uit de relati es (8.4). 
De bovenstaande stelling kunnen we gebruiken om een volledig over-
zicht van de m eigenwaarden en eigenvectoren van de m-dimensionale 
Hermitische operator H3 te verkrijgen. Bet resultaat is a.v . 
Stelling 8.5 
Bij iedere 1rreducibele representatie D van de rotatiegroep so3 is er 1 &en getal j = O, 2• 1, ... die de representatie D eenduidig bepaalt. 
Voor de representatie Dj is er dan een eenduidig bepaalde basis van 
ortbonormale vectoren f 
m 
(m = -j, -j+l, ... , +j) zodat de infinitesi-
male operatoren gegeven zijn door: 
H f m f 3 m m 
H f 
+ m 




V (j-m+l) (j+m)• f m-1· 
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Bewijs 
Omdat H3 He rmitisch is zijn de eigenwaarden X all e reeel. De kleinste 
noemen wij X'. Volgens de vorige stelling vinden wij dan een ladder 
2 
eigenvectoren f x ,, H+fX'' H+fA'' ... met eigenwaarden X =A ' , A'+l, 
A'+2, 
n De rij eindigt met H+fX' 0, waarin n de dimensie van de representa-
tieruimte i s. Na normering ontstaat de rij orthonorme vectoren 
Als dus f x en f A+l eenheidsvectoren zijn, dan is er een !actor a A+l 
zodat 
0) . 
Op analoge wijze zij 
0). 
Uit de normering volgt 
-1 
a A Cf A-1·"-r A> 
-l 
aA BA 
zodat aA = BA. 




................... ... . . 
2 _ o.2 = 2(X'+n-l) 
°';i.•+n-1 ;1.'+n 
en door opt ellen da t X' = - ~(n-1). Noemen wij ~ {n-1) = J • dan is 
J. = o 
1 l en de eigenwaarden 111 doorlopen de ladder 
' 2· ' ... 
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m = -j, -j+l, ... , +j. 
Door optellen tot en met de term a!_1 - a! = 2(m-l) vindt men ten-
slotte 
a = V (j-m+l) (j+m) '. 
m 
De eigenwaarden van H3 strekken zich dus ui t volgens - j, - j+l, 
j-1, j . 
Wij nemen vervolgens aan dat de representatie irreducibel . is. 
Dit betekent dat · in de lineaire representatieruimte er geen invariante 
deelruimte is. Een dergelijke deelruimte zou invariant moeten zijn 
voor de operatoren A1 , A2 , A3 en dus ook voor de operatoren H3 , H+ en 
H_. Volgens bet zojuist bewezene spannen de vectoren f_j, f-j+l' ... , fj, 
welke door de genoemde operatoren in elkaar overgaan, een invariante 
n-dimensionale deelruimte op. Op grond van de irreducibiliteit moet 
dit de volledige representatieruimte zijn , zodat n de dimensie van de 
representatie is. Men zegt dat deze vectoren een kanoniscbe basis 
vormen en j beet bet gewicht van de irreducibele representatie Dj. 
Indien een representatie reducibel is vinden we volgens de boven-
staande constructie een rij van n 1 eigenwaarden van H3 tussen -j1 en 
+J1 waarbij de eigenvectoren een invariante n-dimensionale deelruimte 
opspannen . In bet orthogonale complement beschouwen we H3 opnieuw en 
berbalen de constructie. Aldus ontstaat er een rij van n 2 eigenwaar-
den tussen -j2 en +j2 waarbij natuurlijk n1 .'.:_ n 2 en J 1 ~ J 2 . Dit pro-
ces wordt voortgezet totdat de representatie volledig gereduceerd is. 
In elke invariante deelruimte treffen we een "laagste" eigenvector 
e aan met de eigenschap H_e = 0. Hieruit volgt de volgende stelling: 
Het aantal irreducibele componenten van een representatie is 
gelijk aan de dimensie van de door 
bepaalde lineaire deelruimte. 
Het belangrijkste resultaat van stelling 8.5 is dus dat iedere irre-
ducibele representatie M(g) eenduidig een gewicht j bepaalt 
J€{0,~,l, .. . }. Omgekeerd bestaaner bij iedere j = O, ~· 1, ... opera-
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toren H+, H_, H3 volgens de gegeven formules. Het is echter niet 
triviaal dat er omgekeerd inderdaad een representatie bestaat waar 
deze operatoren, de infinitesimale operatoren van zijn. (Het bewijs 
dat de uitdrukking M(~) = exp(A1 ~ 1 > een representatie van so3 is kan 
men b.v. in de theorie van de Lie-groepen vinden.) In stelling 9.1 
zullen wij echter aantonen dat er inderdaad omgekeerd geldt, dat 
ieder getal j = O, ~· 1, ... een irreducibele representatie van so3 
levert. Er geldt dus dat alle irreducibele representaties van S03 
geklassificeerd worden volgens Dj (j = 0, ~· 1, ... ). 
Voorbeeld 8.3 
We beschouwen het Kronecker product van de irreducibele representa-
ties met gewichten j en j' dus Dj x nj' 
Bij deze representaties horen de kanonieke bases e_j, . .. , e+j en 
f-j'' •.. , f+j'. De representatie Dj x nj' werkt in de productruimte 
R
2
J.+l x R , waarbij de vectoren e f , , m = -j, -j+l, •.. , +j en 
2j +1 m m 
m' = -j', -j'+l, •.• , +j' een basis vormen. 
Het effect van de H3 operator op het basiselement emfm' volgt uit 
def (M(~)e )(M(,)f ,) 
m m 
dus na differentieren 
d t f i tor van H met eigenwaarde K = m + m' is. Blijk-zo a em m' e genvec 3 
baar zijn deze eigenwaarden 1.h.a. meervoudig waarbij de multiplici-
teit afhangt van de m,m' combinaties met constante som k = m + m' . 
De si tuatie schetsen wij hieronder aan de band van het speciale 
geval m = 1, m' = 2. 
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eigenvectoren multipliciteit k 
van k 
~lf2 l 3 
eOf 2 el fl 2 2 
e_l f2 eOfl el fo 3 1 
e_1f1 eof o elf-1 3 0 
e_lfO eof-1 elf-2 3 -1 
e_lf-1 eof-2 2 -2 
e_lf-2 l -3 + 
15 
1 De representatie D x 02 valt derhalve uiteen in de drie irreducibele 
3 2 
componenten D , D , Dl. 
De algemene fonnule is blijkbaar 
(8.6) oj x oJ' = oj+J' + oj+j'-l + ... o l J-j ' I 
(reeks van Clebsch-Gordon). 
Toepassing 
De representatie o 1 is de gewone vector representatie. Het product l l D x D is de tensor representatie d.w.z . de transformaties van ten-
soren van de orde 2 waarvan het aantal componenten 9 is. Volgens 
(8.6) geldt 
Dit betekent dat bij tensortransformaties er een scalaire invariant 
DO en een vectoriele invariant n1 is. Inderdaad kent men bij een 
(Cartesische) tensor T1 j het invariante spoor T11 + T22 + T 33 en de 
antisymmetrische component Tij - Tji welke als een vector 
CT2 3 - T32 , T31 - T13 , T12 - T21> transformeert. Uitgeschreven gaat 
gaat de reductie van T(T1 j) in 2 stappen: 
(1) Splitsing van T in een symmetrisch en anti-symmetrisch deel 
T S +A 
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deze splitsing is rotatie-invariant, want na de tensor trans-
formatie 
blijven S en A respectievelijk symmetrisch en anti-symmetrisch. 
(2) Splitsing van S in een tensor 
l s0 = S - 3 (sp S) I 
l 
met spoor nul e~ een scalar 3 (sp S)I, dus 
T = (S - ~ (sp S)I) +A+~ (sp S)I met dimensie 
9 = 5 + 3 + l . 
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9. Spinoren 
In de ruimte met coordinaten (x,y,z) beschouwen wij de zg. iso-
trope kegel, 
(9.1) 2 2 2 x + y + z = 0. 
Behalve (O,O,O) wordt hieraan alleen door complexe (x,y,z) voldaan, 
de zg. isotrope vectoren. 
Wij kunnen de punten op de nulkegel als volgt door twee parameters ( 
en n beschrijven 
(9.2) 2 2 2 2 x = ( - n , y = i(( + n ), z = -2(n. 
Bij elk getallenpaar ((,n), een spinor, behoort de door (9.2) bepaal-
de isotrope vector. Omgekeerd kan men bij een gegeven isotrope vec-
tor (x,y,z) twee getallenparen afleiden volgens 
(9.3) ( = + .j !. (x-iy) 
- 2 
n = x + iy (. 
z 
Ook zonder deze omkeerfo:rmule is aan (9.2) te zien dat Ct , n) en 
+ (-(,-n) dezelfde isotrope vector bepalen. De isotrope vectoren x 
+ 
kunnen dus (l + 2) afgebeeld worden op spinoren: x + ! Ct,n). 
Willen wij een (l-1) afbeelding tussen isotrope vectoren en spinoren 
dan kennen wij de isotrope vectoren een "polarisatie" a = + l toe, 
want dan 
.... (x,a) .. ((, n). 
Wij zeggen nu dat een spinor een gepolariseerde isotrope vector is. 
We beschouwen nu het effect van een rotatie om de Z-as n
3
Ct) . 
De isotrope vector (x,y,z) wordt getransformeerd in (x cos ~ - y sin t, 
x sin ~ y cos ~. z) hetgeen geschreven kan worden als 
X ' -i~ .. 2 i~ 2 e .. - e n 
z' - 2(n. 
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We merken h i eraan op dat een rotatie over 2n die meetkundig gezien 
de identiteit is b i j een spinor de polarisatie verandert. De twee-
waardigheid van de parametrisering <t, n) heeft hiermede een zinvolle 
b~tekenis gekregen die Le vergelijken is meL heL Riemann opporvlak 
voor de analytische functie Vz waarbij pas een dubbele rondgang 
om de oorsprong tot .de aanvankelijke waarde terugvoert. 
Het effect van een rotatie n1 ( 6) blijkt analoog te correspond
eren 
met de unitaire transfonnatie 
[ c' 
1 6 - i 11 sin l e = (cos 2 2 
(9.5) 
n' 
l l 6 . = - i ( sin 2 6 + n cos 2 
Ook hierbij constateren we verandering in polarisatie bij een over-
gang van 6 -+ 6+21'1'. 
Uit (7.2) volgt tenslotte de transformatieregel voor een willekeuriire 
draaiing D(~, 6,~) welke als product van unitaire tranaformatiea zelf 
unitair is. 
Men kan met spinoren in vele opzichten als met tenaoren rekenen. 
Duiden we spinorcomponenten aan met si en getransformeerde componenten 
met s 1 , dan schr
ijven we de spinortransformatie in de vorm 
(i = 1, 2). 
Als bij tensoren definieren we een spinor van de rang m door aiddel 
van de transformatieregel 
8 i 'i' i' l 2· .. m 
Een spinor van de rang m bezi t 2• componenten en kan dus afgebeeld 
worden als een vector in een vectorruimte van de diaensie 2•. De 
groep so2 
induceert in deze ruimte een representatie, die in bet 
algemeen reducibel is. 
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Van bijzondere interesse zijn de symmetrische spinoren van de me orde 
welke gekenmerkt zijn door de eigenschap dat de component en 
s. i . invariant zijn voor een willekeurige permutatie van de 
1 1 2 · · · 1m 
indices. 
Voorbeeld 9.1 
De synunetrische spinoren van de orde m 
m + 1 = 6 componenten 
5 bezitten slechts de 
5 11111' 5 11112' sl1122' 511222• 512222• 522222· 
De eigenschap van 5ymmetrie is natuurlijk slecht5 zinvol wanneer 
de symmetrie door de spinortransformaties niet verstoord wordt. Van 
di t fei t kan men zich zonder moei te overtuigen. De symme1!:rische 
spinoren van de rang m vormen in de bovengenoemde vectorruimte van 
de dimensie 2m een m+l-9imensionale invariante deelruimte. In deze 
deelruimte wordt door so3 dus een m+l-dimensionale representatie 
geinduceerd. Het is van groot belang dat deze representatie irredu-
cibel is. Van dit belangrijke resultaat zullen we hieronder een be-
wijs geven. De betekenis hiervan is dat op deze wijze van so
3 
voor 
willekeurige _m (m > 1) een m+l-dimensionale irreducibele represen-
- 1 
tatie geconstrueerd kan worden. Dus bij iedere j = 0, 2 , 1, • .• 
vinden wij nu een irreducibele representatie van de dimensie (2j+l) 
in de ruimte van symmetrische spinoren (zie opmerking na stelling 
8.5). 
Stelling 9 .1 
Iedere irreducibele representatie van 803 is aequivalent met de 
(2j+l)-dimensionale spinorrepresentatie in de ruimte van (2j)e orde 
symmetrische spinoren. 
Bewijs 
Wij moeten slechts aantonen dat in de (m+l)-dimensionale deelruimte 
8m+l van de 2m-dimensionale vectorruimte van symmetrische spinoren 
van de orde m de door 803 gefnduceerde representatie irreducibel is. 
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We beschouwen slechts het effect van de operator H3 . Voor m l is 
H3 van de vorm 
We laten nu H3 werken op spinoren van de orde m > 1. Dit betekent 
dat we op elk der m indices van si i i de H.3 operator van de 1 2· .. m 
orde 1 toepassen en sommeren, d.w.z. 
Bevat de component s . . . p 1 indices 1 en p 2 indices 2 dan is ili.2. · .i.m 
blijkbaar 
1 
zodat s 11 ... 122 . .. 2 eigenvector is met eigenwaarde A= 2 (p2 - p1 ) 1 
= 2 m - P1. 
Het blijkt dat er in sm+l 
met de rij eigenwaarden -




precies m+l verschillende eigenvectoren 
1 1 1 2 m, - 2 m + 1, ... , 2 m zijn. Op grond 
Sm+l dus de irreducibele repre·sentatie 
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10. Bolfuncties 
In bootdstuk 8 zijn de representaties van so3 bestudeerd door 
de eigenscbappen van de infinitesimale operatoren H3 , H+ en H_ te 
analyseren. Voor een irreducibele representatie van de dimensie m 
1 bezit H
3 
de a eigenwaarden -1 , -1+1, ... , 1-1, l waarbij 1 = 2 (m-1) 
bet gewicbt van de representatie genoemd wordt. In di t verband ver-
aelden we nog de volgende eigenschap. 
Stelling 10 .1 
R2 -- . 2 + H2 2 Voor de operator HJ. 2 + H3 van een irreducibele representatie 
van bet gewicht 1 geldt 
.?- 1(1 + l)I. 
Bewijs 
Zonder aoeite volgt uit de commutatorrelaties van stelling 9.3 dat 
a2 commuteert met tt1 , H2 en H3 . Dit betekent dat H
2 
commuteert met 
alle aatrices van de representatie. Volgens bet lemma van Schur is 
dus H2 = ~I. De waarde van ~ volgt bijv. uit 
Uiteraard beboeft geen beroep gedaan te worden op bet lemma van Schur 
door bovenstaande berekening op een willekeurige tj 1.p.v. op t 0 toe te passen. 
Ben geheel ander uitgangspunt om tot de representaties van so3 
te kc:aen bestaat in het onderzoek van de polynomiwn oplossingen van de 
vergelijking van Laplace welke in Cartesische coordinaten beschreven 
wordt door 
(10 .1) flf - o. 
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We beginnen met een lijstje van de eenvoudigste oplossingen gerang-
schikt naar de graad. 
graad homo gene polynomen dimensie 
0 l l 
l x,y,z 3 
2 
2 2 2 2 2 2 
x -y ,x -z ,xy,xz,yz ,y -z 5 
3 3 -3xy 2 3 -3xz 
2 
x , x • .
 . . , xyz 7 
Blijkbaar worden door de polynomen van de graad 1 een lineaire vector-
ruimte van de dimensie m = 21+1 opgespannen. Ben draa11ng, een el .. ent 
van so3 , voert gelijksoortige polynomium oplossingen in elk
aar over 
en induceert in de genoemde m-dimensionale vectorruimte een tranetor-
matie zodat een m-dimensionale representatie van so3 gevonad wordt. 
Inderdaad vindt men langs deze weg alle irreducibele repreeentatie• 
met geheeltallig gewicht. Een nadere analyse wordt bevorderd door bet 
gebruik van bolco~rdioaten r,6,, volgens 
(10.2) x r sin 6 cos •· y = r sin 6 sin +. z • r co• 8. 
De hoeken 6 en ' corresponderen resp. met de geogratiache breedte en 
lengte. Een polynomium oplossing van (10.1) van de graad l kunnen .. 
dan schrijven als 
(10.3) 1 t = r Y(8 ,,) • 
waarbij Y(6, •> een bolfunctie geooemd wordt. Aangeitien bij "n draai-
ing het boloppervlak in zich zelf overgaat kunnen - one .. 1 be\)erllen 
tot het gebeuren op de eenheidsbol. Voeren we de eubeti tutie (10.3) 
in (10.l) uit dan kan oa enig gereken voor Y de vol19nde ditferentiaal-
vergelijking afgeleid worden 
(10 . 4) 
a2Y l a < 1 8 aY> + _
1 
__ -- + iu + 1>v . o. 
Sin e -;;-8 s n "6 2 2 0 0 sin 6 a+ 
Deze vergelijking is dezelfde als 
-ii':= 1(1 + l)l 





ky~ .. J 
/I ' 
/ I ' 
" / 
nieerd op de eenheidsbol x : (0,~), de functiewaarden Y(x) zijn in 
de figuur radieel uitgezet.Bij een rotatie r transformeert de ruimte 
R zich als volgt: 
Y(x) .. [M(r)Y] (x) : Y' (x) = Y(r-1x) 
(zie figuur). In het bijzonder bij een rotatie ~· om de z-as geldt: 
M(~')Y(0 , ~) = Y(0,~-cp ' ) 
en dus de infinitesimale operator A3 werkt als volgt 
a 
- ~ Y(0,cp) 
dus A = - l.. en H = -1 l.. 3 a~ 3 a.p · 
de andere infinitesimale operatoren berekenen en 
2 
+ H3 , men vindt dan dat de vergelijking 
Evenzo kan men 
H2 = H2 + H2 
l 2 
tt2v - 1(1 + l)Y = 0 
gegeven wordt door formula 10. 4. (Zie bv. Gel' fand blz. 41) . De oplos-
sing van (10.4) noteren wij als Y1 , deze boren dus tot een irreduci-
bele representatieruimte R2 l+l met gewicht 1 . Wij zoeken nu een kano-
nieke basis Yl,m in R2l+l zodat 






e P 1 (cos 6). ,m 
Uit de eis van eenduidigheid volgt dat m een geheel getal is en dus 
ook 1 = o, l, 2, 
. Voor P resulteert de gewone differentiaal-
vergelijking, de zg. geassocieerde Legendre vergelijking 
(10.6) o, 
met 
t = cos e. 
De different i aalvergelijking (10.6) gaat voor m = O over in d i e van 
Legendre welke de polynomen van Legendre P 1 (t) tot oplossingen h
eeft. 




pl (t) = (1 - t2)2 
,m 
Ui t (10 . 6) volgt verder ~at P voor m = -1, -2, ... , -1 op een nor-1 , m 
meringsfactor gelijk 
pl (-)m pl · 
, -m ,m 
is aan P 1 -m. Bij nadere analyse geldt dan ook 
• 
De 21+1 functies 
(10. 8) e ) e > cos ..... 1 < 1 P1 (cos enPl,m(cos sin""f'• ~·- • 
vormen een orthogonaal stelsel op de bol en cornisponde~n op een nor-
meringsfactor G na met een kanonieke basis e 1m in de (21+1)-dimensio-
nale vectorruimte van de irreducibele representatie van so3 van het 
gewicht 1, zoals venneld in stelling 8.5. 
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11. De vierdimensionale rotatiegroep 
Voor de beschrijving van de draaiingen in een vierdimensionale 
ruimte kiezen we Cartesische coordinaten (x1 ,x2 ,x3 ,x4 > (x1 reeel), 
eventueel met x5 aangevuld tot homogene projectieve coordinaten. 
Per definitie laten de al of niet echte draaiingen de kwadraatafstand 
(ll. .l.) 
invariant, hetgeen meetkundig wil zeggen dat elke hyperbol l x~ = R2 
in zichzelf getransformeerd wordt. Alle hyperbollen snijden de onein-
dig verre ruimte x 5 = 0 in dezelfde kwadriek n of isotrope bol 
(11 . 2) o, xs = o, 
Zoals elke kwadriet in R3 wordt n overdekt door twee stelsels rechten 
of beschrijvenden, laten we zeggen >.-rechten en µ-rechten. De beschrij-
venden van hetzelfde stelsel kruisen elkaar terwijl elke >.-rechte met 
elke µ -rechte een snijpunt bezit. De isotrope bol bevat natuurlijk 
geen reele elementen maar wel ligt met elk punt of rechte ook diens 
complex geconjugeerde op Q. De isotrope beschrijvenden van Q kunnen 
gernakkelijk op de volgende wijze geparametriseerd worden 
[ xl 
+ ix2 >. (x3 + ix4 ) 
(ll. 3) 
>. (x1 - ix2 ) - (x3 - ix4 ), 
en 




) - (x3 + ix4 ) . 
Bij een willekeurige draaiing kunnen er twee dingen gebeuren . Of de 
>. -rechten transformeren in elkaar en evenzo de µ -rechten of de >.-
rechten transformeren in µ-rechten en omgekeerd. Dit wijst al op een 
splitsing in echte draaiingen en oneigenlijke draaiingen. 
We gaan nog even in detail na wat er gebeurt bij een vlakke draaiing, 
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bijv. een draaiing om de assen ox3 en ox4 . Het is duid
elijk dat 
deze draaiing beschreven kan worden door de matrix 








De oneindig verre punten ondergaan een projectieve transfonaatie 
waarbij de isotrope punten van het vlak x3 = x4 = O inv
ariant zijn 
en alle oneindig verre punten van het vlak x1 =
 x
2 
= O invariant 
zijn, zie fig. ll.l. 
De oneindig verre rechte l van het x4 = 0 is dus 
zelf 
invariant terwijl de oneindig verre rechte m van bet vlak x1 = x2 =
 0 
uit louter invariante punten bestaat. In de genoemd
e figuur zijn ook 
de door l en m bepaalde isotrope beschrijvenden van 0 aangegeven die
 
eveneens invariant zijn. De A-rechten worden onderling projectief 
getransformeerd waarbij A1 en A2 de~rechten
 zijn en hetzelfde 
doet zich voor bij de µ-rechten. 





Deze eis betekent voor de coefficienten tij van de transformatie 
(11.5) dat 
(11.6) 
voor alle indexparen j,k. 
Van de 16 coefficienten tij blijven er na de 10 betrekkingen (11.6) 
dus 6 vrijheidsgraden over. Uit (11.6) volgt als bij de groep o3 dat 
(11. 7) 
Hier blijkt dus de splitsing van 0 4 in echte draaiingen, die de onder-
groep so4 vormen, en oneigenlijke draaiingen volgens het teken van deze 
determinant. 
Bij een willekeurig element van so4 ondergaan zowel de >.-rechten 
als de µ-rechten een projectieve transformatie. Deze transformaties 
zijn van bet type 
(11. 8) >. , = a.>. + B 
y). + 6 
We zullen bewijzen dat voor de reele so4 deze transformatie aequiva-
lent is aan een uni taire unimodulaire transformatie met m.atrix 
aa + yy 68 + 66° = 1, 
ail+ y6° o, ao - Sy = 1. 
zl 
Daartoe schrijven wij >. homogeen, dus .>. = ~ waaruit volgt 
z2 
De vector z transformeert zich volgens de 
gegeven 2 x 2 matrix zodat z 1 z 1 + z 2 z 2 invariant blijft. Waarui t volgt 
dat de matrix uit 11.8 unitair is . 
Aan elke draaiing van SO 4 beantwoorden dus uni taire trans:forma ties 
su2 zowel in .>. als µ . 
We hebben derhalve bewezen 
Stelling 11.1 
De reele groep S04 is homomorf met het directe product SU x SU'. Met 2 2 
het accent wordt bedoeld dat de .l.-lijnen zich onafhankelijk van de µ-
lijnen transformeren . 
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Men kan eenvoudig inzien dat deze homomorfie bijna een iao-
morfie is. I 111111ers door de projectieve verwantschappen in >. en in II 
is een projectieve transformatie van de punten van de 1sotrope bol 
n bepaald en daarmede een transformatie van alle oneindig verre 
punten. Aangezien ook de oorsprong 0 invariant is bo•t-t er -n 
corresponderende lineaire transformatie tussen de stralen door O. 
2 2 2 2 2 
Omdat voorts alle bollen x1 + x 2 + x 3 + x 4 = R 1nv
ariai>t &ijn 1• 
er practisch voor alle eindige punten een lineaire tranafonaatie 
vastgelegd. Omdat elke straal een dergelijke bol in twee di-•trale 
punten snijdt zijn er precies twee transformatiea bepaald onderlln1 
verschillend in een puntspiegeling x~ = - x 1 · 
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12. De Lorentz-groe2 
In de relat1viteitstheor1e is het van belang transtonnaties 
van ruimte en tijd te beschouwen waarbij de goltvergelijking 
(12,1) 
welke de voortplanting van electromagnetiscbe verschijnselen beschrijft, 
invariant is. Een dergelijke transformatie, welke alleen op x en t be-




et + vie x 
V l - v2 /c2 
x + vt 
Deze transtormatie beet een zuivere Lorentz-transtormatie. Een algeaene 
Lorentz-transtormatie kunnen we naar analogie met een v1erd1mensionale 
rotatie beschrijven in een vierdimensionale ruimte Cx0 ,x1 ,x2 ,x3) waar-
bij x0 overeenkomt met de tijd et en x1 ,x2 ,x3 overeenkom
en met de Car-
tesisehe c<>Ordinaten (x , y , z) als homogeen lineaire transtormaties 
(12. 3) x' 1 = tij xj . i,j = o, l, 2, 3 
waarbij de kwadratisehe vorm 
(12.4) 2 2 2 2 XO - xl - x2 - X3 
invariant is. 
De zuivere Lorentz-transtormatie (12.2) kunnen we beschrijven door de 
matrix (co,. x sinh x 0 0 ) (12.5) sinh x cosh x 0 0 0 0 1 0 





(1 - ~) 
2 
c 
De Lorentz-transformatie (12.3) kunnen we opvatten als een trans-
formatie in de vierdimensionale Euclidische ruimte (x0 ,x1 ,x2 ,x3 ) 
waarbi .i al le hyperkwadrieken 
(12. 6) 2 2 2 2 x 0 - x1 - x2 - x 3 = constant = c 
in zichzelf getransformeerd worden. In bet bijzonder geldt dit voor 
de zgn. lichtkegel 
(12.7) 
De 11chtkegel valt uiteen in twee stukken, die met x 0 > 0 (toekomst) 
en met x 0 < 0 (verleden) . De Lorentz-transformaties kunnen elke kegel-
helft voor zich invariant laten of de helften verwisselen. Die trans-
formaties waarbij elke helft invariant is heten orthochr0-0n en vormen 
een ondergroep van de volledige groep van Lorentz-transformaties 
(12.3). Als in bet vorige hoofdstuk voldoen de coefficienten tij aan 
zekere orthogonaliteitsvoorwaarden en geldt 
(12 . 8) 
De Lorentz-transformaties kunnen dus verder onderscheiden worden naar 
bet teken van de coefficientendeterminant. De orthochrone Lorentz-
transformaties waarvoor bet plusteken geldt vormen de zgn. eigenlijke 
of beperkte Lorentz-groep. Deze groep wordt symbolisch genoteerd als 
. t 
L . Men ziet gemakkelijk dat de zuivere Lorentz-transformatie (1 2.2) + t 
een element van L+ is. 
De lichtkegel bepaalt in de oneindig verre ruimte een reele bol 





Bij een reele Lorentz-transformatie met det(tij) = 1 worden de 
X- rechten onderling getransformeerd en evenzo de µ-recht~n. In tegen-
stelling tot de situatie bij so4 is nu hier de µ-transformatie onver-
brekelijk gekoppeld aan de A-transformatie aangezien de complex gecon-
jugeerde van een X-rechte juist een µ-rechte is. De X-transformatie 
is van het type (11.8) waarbij de coefficienten a, S, Y, 6 willekeurig 
zijn. Op grond van de homogeniteit mogen we eisen dat 
(12.11) 
t Aldus is de Lorentz-groep L+. 
1. 
t Een element van L+ bepaalt i.h.a. twee invariante A-rechten en 
twee invariante µ-rechten welke laatste de complex geconjugeerden 
van de X-rechten zijn. Aangezien elke X-rechte met elke µ-rechte 
een snijpunt heeft zijn er i.h.a. precies twee reele invariante 
punten op de invariante oneindig verre bol zodat de lichtkegel 
twee reele invarlante beschrijvenden bezit. Het hierdoor bepaalde 
vlak, dat we VL noemen, is dus eveneens invariant. Het loodrecht 
hierop staande vlak VR is eveneens invariant maar snijdt de licht-
kegel niet (loodrecht in de zin van x 0 y0 - x 1 y1 - x 2 y 2 - x 3 y 3 = 0). 
Bet is duidelijk dat de Lorentz- transfonnatie opgevat kan worden 
als een product van een transformatie waarbij in VR de passende 
draaiing wordt uitgevoerd met in VL de identiteit en een waarbij er 
in VR de identiteit is en in VL de juiste "draa11ng" bewerkt wordt. 
Als VL door de x 0 -as gaat , dan is de eerste transformatie een zui-
vere draaiing waarbij de tijd x 0 niet verandert, de tweede transfor-
matie heeft betrekking op de tijd en een ruimtecoordinaat van bet 
type (12.2) en is dus een zuivere Lorentz-transformatie of een zgn . 
hyperbolische schroef. 
Elk van deze twee transformaties is vastgelegd door drie parameters. 
Stel nu een beperkte Lorentz formatie A gegeven zodat A: p(l,O , O, O) + 
2 2 2 2 
+ Q met qo - ql - q2 - q3 = 1 en qo > 0, dan is er een hyperbolische 
schroef h zodat h: P + Q welke bepaald wordt door 3 parameters. Nu 
laat de transfo.nnatie Ah-l de x 0 -as invariant en is dus een rotatie 
Ah-l = r of A = rh. Zodat een Lorentz-transfo:nnatie dus door zes 
parameters bepaald is, een aantal dat in overeenstemming is me~ dat 
van de groep SL(2,C) . 
De eindig-dimensionale representaties van de Lorentz-groep 
kunnen op verschillende wijzen afgeleid worden, bijv. door uit te 
gaan van spinortransformaties of op de wijze als beschreven in §8. 
Daartoe merken we op dat een infinitesimale Lorentz-transformatie 
t 
van L+ geschreven kan worden als 
1 £01 £02 £03 
£01 1 
M 
- £ 12 £31 
£02 £12 1 -£23 
£03 -£31 £23 1 
0£ als bij (8.1). 
De infinitesimale operator B3 volgt bijv. door de 4 x 4 matrix uit 
(1 2.5) naar x te differentieren en X = 0 te stellen. 
Voor deze infinitesimale operatoren kunnen de volgende commutator-
relaties afgeleid worden 
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Stellin~ 12.l 
[A1 ,AJ A3 [A2,A3) Al (A3 ,Al) A2 • 
[al ,B2) A3, [a2,a3] = - Al ' (a3 , Bl] - A2, 
[Ai ,Bi] 0 voor 1 1 , 2, 3. 
Deze relaties welke ook gelden voor de infinitesimale operato~en 
beborende bij een willekeurige representatie vonnen de basis voor 
een gedetailleerd onderzoek naar de aard van deze representaties. 
Voor de nadere uitwerking zij verwezen naar het boek van Neumark 
of Gel 'fand. 
De Lorentz-groep is in tegenstelling tot so4 van niet-compacte 
aard. 01 t brengt allerlei complicaties met zich mede als het be-
staan van representaties die niet tot unitaire representaties te 
herleiden zijn en tot het bestaan van irreducibele oneindig-dimen-
sionale representaties . 
Op de volgende wijze kan men zich hiervan overtuigen. Daartoe beschou-
t 
wen we de met L+ homomorfe groep SL(2,C) van matrices 
te interpreteren als projectieve transformaties van de complexe para-
meter z volgens 
(12 .12) z' az + B y z + 6 
t Aan de elementen van L+ kunnen dan operatoren M toegevoegd worden welke 
werken op complexe functies f(z) als elementen van een Hilbert ruimte 
2 L (z) met inwendig product 
(12 .13) 
Het blijkt dat door de toevoeging 
(12.14) 
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Mf(z) = IYz + ol-m+ip-2(yz + o)m f(az + ~), 
yz + 
waarbij m een geheel getal en p een reeel getal is, in de oneindig-
dimensionale Hilbert ruimte een oneindig-dimensionale irreducibele 
representatie bepaald wordt welke bovendien unitair is. Voor een 
nadere beschouwing zie men weer het boek van Neumark of Gel'fand. 
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reducibele represe ntatie 
reguliere representati·e 
representaties, directe aOll 
van 
seculiere vergelijking· 
spinoren van de rang • 
spoor 
stelling van Barnaide 
stelling van Peter en Weyl 
ster eografiache projectie 
9,33 
12 
M 
16 
29,32 
15 
6 
67 
2 
32 
47 
53 
tetraedergroep 
tensorproduct 
10,13,14,28 
35 
uniaodulaire aatrix 
unitaire matrix 
zelf-geadjungee~ aatrix 
48 
4 
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